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6 INTEGRATION

20.04.06
6 Integration
6.1 Das bestimmte Integral
Aufgabe: Bestimme Fliche unter dem Graphen f(x) zwischen x=a und x=b
Vorgehen: Zerlege in Teilintervalle [z;—1,2;] mit a = 29 < ... < x; < ...z, = b.
Wiébhle &; € [x;_1, ;] beliebig. Eine Naherung der Fliche zwischen y = f(x) und x-Achse
in [x;_1, ;] ist die Rechteckflache.
Ve
_—
a '5“>
5 n n
Fy, = ZAFi = Zf(fz’) (i — zi-1)
i=1 i=1
Die Ndherung ist umso besser, je feiner die Unterteilung des Intervalls [a, b] ist:
max(x; —x;i—1) — 0
(2

Numerische Methoden zur Integration sind z.B. die Festlegung von &; := z;, oder &; :=
zi_1, oder & 1= =5
Definition 6.1.1 Riemann-integrierbar B
Die Funktion y = f(z) heifit im Intervall [a,b] (Riemann-)integrierbar, wenn F,, den
gleichen Grenzwert F' hat fiir alle Zwischenunterteilungen a = zg < 1 ... < £, = b und
alle Festlegungen &; € [z;_1, z;]. Man schreibt:

F = / f(x)dx = lim Zf(&) (z; — x4—1) mit max(z; —x;-1) — 0

a n—oo =1 7
Man nennt f; f(x) dz bestimmtes Integral von f(z) iiber [a,b] !
21.04.06

'a,b: untere bzw. obere Grenze; f(z): Integrand; x: Integrationsvariable
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6.1 Das bestimmte Integral 6 INTEGRATION

Satz 6.1.2
Jede im Intervall [a,b] stiickweise stetige und beschrankte Funktion f(z) ist dort auch
Riemann-integrierbar (Beweis siche Literatur).

'

Nach der Definition zéhlen A und C positiv, B negativ. Aus der Definition von [ als
Grenzwert von Rechtecksummen folgt:

Satz 6.1.3
Fiir iiber [a, b] integrierbare Funktionen f(x), g(z) gilt:

/abf(m)dx - /Cf(x)dm‘f‘/bf(x)dmfﬁragcgb
/ab af(@)+ fglw)de = / fx df’3+ﬁ/ r)dr Vo, €R
flx) <g(z) = / flx dw</a o(z)dz

Definition 6.1.4
Das Vertauschen der Intervallgrenzen a, b bewirkt ein umgekehrtes Vorzeichen des Inte-

grals \
[ t@iz =~ [ @

/ " fla)dz =

Dies ist auch anschaulich sofort klar.

Folgerung

Satz 6.1.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f € C° 2, dann gibt es ein & €]a, b[ mit der Eigenschaft, dass

b
ﬂ@w—@—/fwm

2f € C° [a,b] 0-mal stetig differenzierbar,

18. Juli 2006 2



6.2 Das unbestimmte Integral 6 INTEGRATION

Beweis. Folgerung aus dem Zwischenwertsatz (ZWS) fiir stetige Funktionen O

6.2 Das unbestimmte Integral

Wir untersuchen die Umkehrung der Differentiation. Gegeben ist f(x); gesucht ist F'(z),
so dass

d
L F(@) = ()

Definition 6.2.1
Ist f(x) im Intervall [a,b] definiert und existiert in [a, b] eine differenzierbare Funktion
F(z) existiert mit F'(x) = f(x), so heifit F(z) Stammfunktion von f(z).

Satz 6.2.2
Sei f(z) € C°a,b]. Dann ist F(z) = [ f(x)dt eine Stammfunktion von f(z). Jede

andere Stammfunktion F(z) von f(z) hat die Form: F(z) = F(z) + ¢, ¢ =const.

Beweis. Fur x €la,b] und x 4+ h €]a, b| existiert nach dem MWS der Integralrechnung
ein § € [x,z + h], sodass gilt:

F(ac—i—h})L—F(fU) _ ;[/;Jrhf(t)dt—/axf(t)dt]

x+h
_ % / Ft)dt

1
WS 1) = 1)

0
Dann: h - 0= ¢ — =S8 f(&) — f(x) (Grenzwert existiert) und es gilt:

F'(2) = lim F(“hfz_F(x) — = (@)

h—o00

f € C* [a,b] 1-mal stetig differenzierbar,

f € C" [a,b] n-mal stetig differenzierbar,
f € C* [a,b] co-mal stetig differenzierbar
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

Seien F'(z)und F(x) Stammfunktionen von f(x).

= F(2)=fx)=F = (F-F)(z) =0

Also ist

F(x) — F(z) = const.
O

Definition 6.2.3
Eine (bis auf eine Konstante eindeutige) Stammfunktion von f(x) bezeichnet man mit
[ f(z)dz und nennt diesen Ausdruck unbestimmtes Integral

Satz 6.2.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(Berechnung des unbestimmten Integrals)
Sei f € C%a,b] und F(z) eine Stammfunktion von f(x). Dann gilt:

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a) = F(z)]’

Beweis.
F(x) = /:v ft)dt+c = F(b) = /bf(t)dt+c

a b
Fla) = / FOdt+e = / F(@)dz = F(b) — F(a)
a :0 a

6.3 Berechnung von Integralen
6.3.1 Grundintegrale

Jede Ableitungsregel liefert eine Integrationsregel
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6.3 Berechnung von Integralen

6 INTEGRATION

f(z) = F'() [ f(z)dz = F(z) + ¢
xn+1
n
-1
ﬁ n+1+c n#
— In|z|+ ¢ r#0
x
sin(x) —cos(z) + ¢
cos(z) sin(z) + ¢
1
cos?(2) tanx + ¢ x# 2k+1)mkeZ
—1
_— cotz +c x # 21k
sin? +x 72
1
—_— arcsin(x) + ¢ <1
Vioa (@) g
1
22 arctan(z) + ¢
1
1 — 2 %lni‘—;—%—c lz] <1
e’ e +c
e %ea:c T
sinh(z) cosh(z) + ¢
cosh(x) sinh(z) + ¢
1
—_— In(z 4+ V1 + 22+ c=sinh~!(z) + ¢
iz | ™ )
1
— In|z 4+ V22 — 1 +¢| =sinh !(z) + ¢ |z| > 1
x

Beachten Sie auch die ausfiihrlichen Tabellen der Grundintegrale in Biichern und For-

melsammlungen.

Bemerkung. Ein Grund dafiir, dass Integration schwieriger ist als Differentation: Nicht
jede Stammfunktion einer elementaren Funktion kann durch elementare Funktionen dar-

gestellt werden.

Beispiel

¢ und % besitzen keine elementar darstellbaren Stammifunktionen.

Differenzieren ist Technik (Handwerk) — Integrieren ist Kunst.
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6.3 Berechnung von Integralen

6 INTEGRATION

6.3.2 Partielle Integration

Ausgangspunkt: Produktregel der Differentation.

(w@)o(x)) =u'(z)v(z) +  ul@)'(z)
—

auflésen und integrieren

b b b
/ uv':/ (uv)'dx—/ u'vdx
a a a
b
/ uv'—uvlg—/u'v
a

Die "Kunst” ist die richtige Aufspaltung von f(z) = u(z)v'(z) 27.04.06
Beispiel 1
2
/ x-efdr =
1
wahle: wr) =z =u'(r) =1
V(z) =e" = v(z) =€”
2
— e (1l fo R - [ =
1
Beispiel 2
/x2 cosx-dr =
wahle: u(z) = 22 = u/(z) = 2z
V' (z) = cosz = v(x) = sinz
= z?sinz — /stinx cdr =
wéhle: u(x) =2x = u'(z) =2
v'(x) =sinz = v(z) = —cosw

= z?sinz — [236(— cos ) — /2(— oS a:)dac}

= z%sing 4+ 2zcosz — 2sinz + C
Beispiel 3

Manchmal hilft auch '(z) = 1, wie bei

/ln(x)dx:x-ln(x) /1xda::xln(x) —ote

X
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

6.3.3 Substitutionsregel

Sei f: 1 — R stetig, f € C°(I),
g : [a,b] — R stetig differenzierbar, g € C'[a, b] mit g([a,b]) C I,

dh. z€[a,b] ST ER R, also ist f(g(z)) moglich!

Dann gilt:
9(b)
[ o Mx—/ ey
g(x)
Beweis. Sei F(x) eine Stammfunktion zu f(x) d.h. F(z) = [ f(z)dz und F'(z) = f(x).

Wegen der Kettenregel

L F(g(a) = Fg(e)) - 9() = Flo(a)) -/ (@),

ist F(g(x)) Stammfunktion ALl f( ( ) - g (x).
Das heiBt F(g(z)) = [ f(g (x)dz.
Damit erglbt smh mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b g9(b)
[ tate) - g @iz = Fg(t) - Flo(a)) = [ (o)
’ g(a)
O
Beispiel 1: Logarithmische Integration
Wir wihlen f(t) = 1. Damit lautet
b b g(b) )
g\x _ 1
JECORE /gx = [ ar
a g(a)
g(b)
= [ln(t)]
g(a)
b
= [lng(év)]

Dies gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion g(x) ohne Nullstellen zwischen a und

b.
g() =In|g(x c
[ L da = mlg(a)] +
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

Beispiel 2

l/an@im - /Un@QLM

s
1
—/t2dt = gzt?’JrC

= é(lnx)g +C

Bei unbestimmter Integration ist am Schluss eine Riicksubstitution nétig!

Achtung: Bei Anwendung in der Form
B g
[roa = [ 1o@)g@ s
(0% qg-

muss die Funktion g(z) zusitzlich streng monoton sein! (damit die Umkehrfunktion g—*

existiert!)

Beispiel 3

4
/(2t—3)4dt = 7
2

Substitution: u = h(t) = 2t — 3 (streng monoton)

d 1
=4 u=5

u=>5
1 1
2t — 3)* — =-(5*=2) =3124
/( |:5:|u:1 2( 5) ’
=2

Die Umformung mit infinitesimalen Gréfien ist mathematisch nicht (Gans) korrekt

~+

N =
I

'
QU

N

Il
N =

t

Beispiel 4
Oft steht der Buchstabe x statt t.
3/2 1
/3\/83}— d:c—S/ Vudu = 2u15 —1(83:—4)%

Substitution: u = 8z — 4 (streng monoton) du = 8dx
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

Beispiel 5
=2 - u=12 - 12
/1/x2+8m /\/ﬁqu 2uu [\/ﬂ]g
=1 u=9
wichtig: kein x mehr

Substitution u = x? + 8(streng monoton auf [1,2]):

6.3.4 Integration rationaler Funktionen mit Partialbruchzerlegung

Literatur:
e Leupold Band 1, Kap 6.2.4
e Ansorge/Oberle Band 1, Kap 13.4

e Meyberg/Vachenauer Band 1, Kap 4.3 S.179 ff

(a) Partialbruchzerlegung
Wichtig fiir die Integration einer echt gebrochenen rationalen Funktion. Anwen-
dungsgebiete sind die
e MeB- und Regelungstechnik

e Kurvendiskussion: fiir Ablesbarkeit von Asymptoten und Polstellen, Ablei-
tungen leichter berechenbar

e Laplace-Transformation zur Lésung von Differentialgleichungen

Rationale Funktion f(z) = % ohne gemeinsamen Polynomfaktor?.

Ohne Einschrankung gilt bereits:
Grad p(z) < Grad ¢g(z) (durch Polynomdivision)
1. Schritt Produktdarstellung von ¢(z) erzeugen:
gx)=c-(x—=b)F . (z=b) Qi) - ... Qs(a)

mit paarweise verschiedenen Nullstellen bei der Vielfachheit k; und mit ver-
schiedenen quadratischen Polynomen Q;(z) ohne reelle Nullstellen der Viel-
fachheit [;.

3p(z), q(x) sind Polynome

18. Juli 2006 9
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

2. Schritt Partialbruchansatz:
Zu jedem Linearfaktor (z — b) der Vielfachheit k£ benétigt man Partialbriiche

Al A2 A,
(x —b) (x—0)2"" """ (z—0b)k

und zu jedem quadratischen Faktor @Q(x) der Vielfachheit [ bendtigt man

Partialbriiche
Blx + C7 Byx + Cy Bjx + )

Qz) " Q@] T Q@)
3. Schritt Koeffizientenberechnung (Einsetzmethode, Koeffizientenvergleich)

Beispiel 1
2
1
Fir f(z) = (xgc_ f);z:_ %) lautet die Partialbruchzerlegung
A Ao As A
f@) = At e T ey T2

Multiplikation mit dem Nennerpolynom liefert:
P tr+1=A(x—1)>2x—2)+ Ag(x — 1)(z — 2) + Az(z — 2) + A(z — 1)*
Einsetzmethode (Empfehlung: Nullstellen ausnutzen)

Die speziellen Werte z =1,z =2, = 3,2 = 0 ergeben

Az = -3
A =7
4A1+2A2—|—A3—|—8/~1 = 13

—2A1+245 —24A3— A = 1
Losen des LGS liefert: Ay = —7, Ay = —6, A3 =—-3, A=7
Ergebnis

fa) = 4z +1 _ T N —6 N -3 N 7
(x—13(x-3) (x—=1) (z—-1)2 (z—-1)3 xz-2

anderer Weg: Koeffizientenvergleich Anordnung der Gleichung nach x-Potenzen

4 x+1 = (A + A)ad + (—4A; + Ay — 34)2?
+ (5A; — 34y 4 Az + 3A)x + (—2A1 + 245 — 243 — A)
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6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

Koeffizientenvergleich

A1—|—f~1 =
—4A1+A2—3/~1 =
5A; — 3434+ A3+ 34 =

—2A1 +245 —24A3— A =

== = O

Das LGS hat dieselbe Losung wie das obige.

Beispiel 2
Im Nenner quadratischer Polynomfaktor ohne reelle Nullstellen 22 + 1
x+1
1@ = Gy iy
A Ag Bix + C4 Box +Cy Bsx+ Cs

@) = A e ™ 21 T @ry T @
Multiplikation mit Nennerpolynom ergibt

r+1 = Az —1)(2® +1)3 + Ag(2? + 1) + (Biz + C1)(x — 1)3(2® +1)2
+(Box 4+ Co)(x — 1)*(2® + 1) + (Bsx + C3)(z — 1)?

Entweder durch Einsetzen spezieller Werte (z.B. z = 1,2,0,...) oder durch Koef-
fizientenvergleich erhélt man: A;, B;, C;.
Losung;:

z+1 _}
(x—1)2(22+1)3 8

2 5 5z + 3 6x + 2 oy — 4
(@:-1)2 Te-D T @en " (w2+1)2+(x2+1)3)

(b) Integration
Die letztendliche Integration erfolgt in mehreren Schritten.

1. Schritt Polynomdivision bei Bedarf liefert

P(x)
q(z)

(
die Polynome P(x),p(z),q(x), g(x), wobei p(x) und ¢(z) ohne gemeinsamen Poly-
nomfaktor sind und Grad p(z) < Grad g(z) ist.

p(z)

2. Schritt Partialbruchzerlegung von ——=

q(z)

18. Juli 2006 11



6.3 Berechnung von Integralen 6 INTEGRATION

3. Schritt Integration von g(z) und Integration der Partialbriiche

/ dz dr = Inlx—a|+C

r—a

1 1 1
/(:c—a)kdx B 1—k(:z:—a)k_1+c

Sei p? —4¢ <0 und k > 1.

/ dx 2 " 20 +p L
————— = ————arctan | ——
2+ pr+q Vg —p? Vg —p?
ar +b a ap dx
7 dr = ZlInlz? (b—)/
/x2+px+q v 2 nla”+pr+ql+ 2 2+ pxr+q

/ dx _ 20 +p
(@2 +pr+q)F  (k—1)(4qg — p?)(a® + px + q)F !

2(2k — 3) dx
" (k —1)(4q — p?) / (22 4 px + ¢)k1

/ axr +0b d —a . <b ap) / dx
T dr = _ [
(2% + pz + ) 2(k — 1)(2? 4+ pz + q)F ! 2/ ) (@*+px+q)F
Die Rekursionsformel ist gegebenenfalls mehrfach anzuwenden bis das quadratische
Polynom im Nenner nur noch einfach vorkommt.

4. Schritt Das Integral [ R(z)dz als Summe der Teilintegrale darstellen.
Beispiel
3z° — 22* + 423 + 422 — T2 4+ 6
(x —1)%(22 +1)?

1. entfallt, da der Zahlergrad < Nennergrad ist und weder z — 1 noch = + 1 gekiirzt
werden konnen.

R(x) =

2. Partialbruchzerlegung:
1 n 2 n 2z +1 N 4
r—1 (z—-1)2 2241 (22+1)?

3. Integration Partialbriiche

1
/ dr = Inlz—1]+C
z—1

2 -2
[t = =1+

/:c2+1dx - /m2+1+/x2+1dx:1n|$ +1| +arctana + C

4 2x 1 2
/(a:2+1)2x x2+1+ /:U2+1 xQ—i-l+ arctanz +C
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6.4 Uneigentliche Integrale

6 INTEGRATION

4. Zusammenfassen

x 2

—2 2
/R(x)dx: 1+%+ln|x—1|+1n\x2+1|+3arctanx+(7

5. zur Probe die rechte Seite differenzieren ...

Zusammenfassung Wie 16se ich das Integral /f(x)dx ?
b

1. Durch Suche einer Stammfunktion

a) Tabelle der Grundintegrale
b) Anwendung von Integrationsregeln

c) Computer-Algebra-Systeme
2. Numerische Integration

a) Rechteckregeln, Trapezregeln
b) Simpsonsche Regel, Newton’sche 3/8-Regel

c) spezielle numerische Verfahren

6.4 Uneigentliche Integrale

Bisher sind die Integrationsgrenzen stets endlich gewéahlt worden. In der Anwendung
treten auch Integrale auf, wo +00 oder —oo in den Grenzen vorkommen und das Integral

einen endlichen Wert hat.

Definition 6.4.1

[e.e]

/f(:n)dm mit f € C°a, oo]

und
b

/ g(z)dzr mit g € C° — oo, b]

—00

heiflen uneigentliche Integrale.

Beispiel Gravitationsfeld

Im Gravitationsfeld der Erde soll eine Masse m aus der Entfernung ry ins Unendliche
(r = oo) gebracht werden. Welche Arbeit W, ist dazu aufzuwenden?

18. Juli 2006
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6.4 Uneigentliche Integrale 6 INTEGRATION

Abbildung 1: Bewegung einer Masse m von g nach R im Gravitationsfeld der Erde

Die Arbeit Wg, um m von r = rg nach » = R zu bringen, ist iiber das Gravitationsgesetz

gegeben durch

R R R
mM 1
VVR—/ f(rydr = / y—dr =ymM | dr
o o r r

Dabei ist v die Gravitationskonstante und M die Erdmasse. Fiir R — oo :
%% lim W li M L ! M L

= lim = lim ymM |— — —| =ymM —

o R—oo R R—o0 7 0 R v 0

Wie im Beispiel ist die Berechnung von uneigentlichen Integralen so, dass zunachst das
bestimmte Integral berechnet wird und dann der Grenzwert beziiglich der Integrations-
grenze gebildet wird.

00 b
/f(x)dx = bli)rgo/f(a:)dx
b

a——00
a

/f(x)dx = lim f(z)dx

Beispiel 1
> 1 Al 1 1, 1
—dzr = 1i —=lm -(1—-—=5)==
/1 S 3 el 2< )\2) 2
Beispiel 2
1 Al
/ —dr = lim —dr = lim [Inr]} = lim In|A|” =7 oo
1 T A—oo J1 T A—00 A—o00

Das heifit, dass das uneigentliche Integral floo % dr nicht existiert!
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6.5 Anwendungen 6 INTEGRATION

Beispiel 3
Auch fol \/%dt ist ein uneigendliches Integral, da f(t) =
definiert ist und bei ¢t = 1 eine Polstelle hat.

T
1 —
/ dt=[2-vVI—t]g =2-2V/1-T 152
0

1

mnurauf0§t<1

1-t¢

6.5 Anwendungen

Literatur: Leupold, Band 1, Kap. 6.3-6.4

6.5.1 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

Beispiel
Gesucht ist die Fliche zwischen /z und .

2

05

0
. 05 1 14 2

Abbildung 2: Berechnen der Flache zwischen zwei Graphen

e Berechnung der Schnittpunkte: /z = 2?> =>z =0 und z = 1
1 1
2 1 2 1 1
A= —Qd: 73/2—73 = - — — = —
. /0 (Vx — z°)dx [353 37 37373
Beispiel Kinematik

Fiir die Bewegung eines Massenpunktes gilt

d
v(t) = 5(t) = %S(t) Geschwindigkeit

a(t) = 0(t) = §(t) Beschleunigung

Ist die Beschleunigung als Funktion der Zeit bekannt (z.B. durch ein Kraftgesetz: Kraft
= Masse - Beschleunigung), so erhélt man durch Integration die Geschwindigkeit v(t)
und durch nochmalige Integration das Weg-Zeit-Gesetz s(t)

o(t) = / a(t)dt, s(t) = / u(t)dt
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7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Beispiel (Freier Fall ohne Luftreibung)
Beschleunigende Kraft:

ma = Fg=mg
= a(t) = g = const

=(t) = /a(t)dt =gt+ac
Die Integrationskonstante ¢y, bestimmt sich aus der Anfangsgeschwindigkeit:
v(0) =vg = 1 = vy = v(t) = gt + v

Das Weg-Zeit-Gesetz folgt aus nochmaliger Integration

= s(t) = /v(t)dt = /(gt + vg)dt = %tz + vot + c2
Die Integrationskonstante co bestimmt sich aus der Anfangsposition:

5(0) = sp = ca = sp = s(t) = gtz + vt + g

7 Vektoren und Matrizen

7.1 Vektorrechnung im R? und R?

Definition 7.1.1
Ein Vektor @ ist eine Klasse (Menge) von Pfeilen (gerichtete Strecken), die in Lange und
Richtung tibereinstimmen.

7.1.1 Vektoren im R2

Im R?-Raum werden durch zwei senkrecht stehende Koordinatenachsen (kartesisches
Koordinatensystem genannt) Koordinatendarstellungen der Vektoren festgelegt.

2

@]

0 0s %2 1 15 2

Abbildung 3: Richtungsvektoren(Vektorraum)
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

2 —xl

a und d; reprasentieren den gleichen Vektor: @ = <y2 oyl

> =P P

0.5

Abbildung 4: Ortsvektoren(affiner Raum)

Ortsvektoren gehen vom Ursprung aus. OQ = <§0> ist nicht verschiebbar. 05.05.06
0

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

)\ﬂ:)\(%) def (A%),AGR
Qy Aay

Geometrisch: Streckung des Vektors mit Faktor A

Abbildung 5: Skalarprodukt

Addition zweier Vektoren

o= (2 () # (1)
Qy by ay + by

Geometrisch:
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Abbildung 6: Krafte-Parallelogramm

Lange eines Vektors (nach Pythagoras)

lal] = /a2 + af

manchmal auch geschrieben als |@| oder ||@]|2

Beispiel
An einem Massenpunkt wirken die Kréafte

_, 2\ = -1\ - —4
F == F = =
= (1) 2= (5)5-(5)
Die resultierende Kraft ist
- e - -3
FE,=Fi+Fh+F;= <8)
Der Betrag der resultierenden Kraft ist

|Fy| = /(=3)2 + 82 = VT3[N]

Beispiel
Vektoren der Lange 1 heiflen normierte Vektoren. Die Einheitsvektoren sind

&= (1), 8% (0
1-_072_1

Damit ist dann @ = a; - €1 + a, - €2. Dabei geben €1 und é> die Richtung der Koordina-
tenachsen an.

Beispiel
Der Nullvektor 0 = (8) hat die Lange 0 und keine Richtung.
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Skalarprodukt zweier Vektoren

< 6,5>C1:ef || - |b] - cos

In Koordinaten berechnet sich das Skalarprodukt in “Matrixnotation” als

(o) ()} = (i) =t anm

Geometrisch entspricht das Skalarprodukt der Lange von ¢, d.h. |¢], wobei ¢ die Projek-
tion von b auf die Richtung von & ist.

Physikalisch ist dies dann von Interesse, wenn ein Massepunkt sich nur entlang der Rich-
tung @ bewegen kann, und zu gegebener Kraft b die Komponente in Richtung @ gesucht
wird. Die geleistete Arbeit ist dann:

W =1|d - |b - cos(e) - |@] =< b,a@ >

Anwendung: Zwischenwinkel zwischen Vektoren:

<db>  ap-bp+ay-b,

al Wl a2 a2 2

Spezialfall:

alh => a==+90°
=> cos(a)=0 =><a,b>=0 wemnda#0#b

Beispiel

a) d= (;) und b = (_12) sind orthogonal (7Lb), weil <a@,b>=1-(-2)4+2-1=0

a
b) Vektor 77 = ( v ist der Normaleneinheitsvektor zu a.

> 1
A 1/a%+a§

Geometrische Anwendung Eine Gerade g durch zwei Punkte P; = (zi) mit Py = (Zi)

lasst sich darstellen als Menge aller Punkte ¢ = (Zaj) fir die gilt:

g:@zﬁﬁ—i—)x%@—ﬁ),AGR

Yy n Y2 — Y1
N—— N———

Ortsvektor Richtungsvektor
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

)IA

Abbildung 7: Darstellung einer Geraden

Daneben gibt es auch die Gleichungsdarstellung einer Gerade in R?:

ar+by+c=0 mit (a,b) # (0,0)

7.1.3 Vektoren im R?

Analog betrachtet man im R3 mit karthesischem Koordinatensystem Richtungsvektoren
und Ortsvektoren

W&W

@ﬂ %s% il

Abbildung 8: Rechte-Hand-Regel

Tro — I x1
Richtungsvektor: @ = | y2 — y1 | , Ortsvektor: OP, = | y1
29 — 21 21
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Rechenregeln

Ay Ay
A=A|ay, | =|Aay
a, A

a+b= (az, Gy, az) + (by, by, b)) = (az + by, ay + by, a; + by)
Lénge: |@| = /a2 + a2 + a2
Koordinaten-Einheitsvektoren
€1 = (1,0,0),€5,(0,1,0),é€3 = (0,0,1)
a = a,€1 + ay€2 +a.e3

Beispiel
Der Richtungsvektor von P; = (3,4,7) nach P» = (7,3,1) ist:

—— i
=P P,=0P — 0P, =(7,3,1) — (3,4,7) = (4,—1, —6)

Skalarprodukt im R?

- - -,

<d,b> = |d|-|b|-cos(d,b)

X
= (ag,ay,a;)- | by | = azby + ayb, + a.b.

b,

Der Winkel zwischen zwei Vektoren ist:
- <da,b>
cos(<d,b) = %
|| - [0

a+0+ b stehen senkrecht aufeinander << Jxd, b >=0.

Beispiel
€1, E, €3 bilden ein Orthonormal-System im R3, d.h. sie stehen paarweise aufeinander
senkrecht und haben die Lénge 1.

<é€,eg> =1, i=1,2,3
<é€,€ > = 0firi#ji,j€e{1,2,3}
Beispiel
1 1 1
Auch die Vektoren a; = % 1], dy= % 1], ds= % 1 | bilden ein Orthonormal-
1 0 -2
System.
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Projektion eines Vektors Physikalische Problemstellung: Ein Massepunkt M ist in eine
Schiene eingespannt und kann nur entlang der Richtung s bewegt werden. Auf diesen
Massepunkt wirkt eine Kraft F'.

= |
F :
]
+

prats h l'-g
M %e

Abbildung 9: Projektion eines Vektors

Gesucht: Kraft F, in Richtung 5. Der Betrag von F, ist
N _ L < ﬁ, s >
IF)| = |F| - cosa = |F|>=27~
|F[]5]

Die Richtung von F., als Einheitsvektor ist & = % Also gilt

Man nennt F, die Projektion von F in Richtung .

Kreuzprodukt zweier Vektoren

Definition 7.1.2
Unter dem Kreuzprodukt ¢ = @ x b versteht man den Vektor ¢ mit den Eigenschaften:

e Zldund ELb

e |c] = |al -[e] - sin <(a,b)

° 5, ¢ bilden in der Reihenfolge ein Rechtssystem
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Ay
¢

Abbildung 10: Kreuzprodukt

Achtung:* Das Kreuzprodukt ist nur im R? definiert!

Geometrische Deutung: Die Lange von ¢ entspricht dem Flacheninhalt des von den

Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms.

F
1
- 1
a W
|
ol D
Y
Abbildung 11: Flicheninhalt eines Paralellogrammes : |@| - h = |@| - |b] - sin
11.05.06

Beispiel
Falls @ x b= 0 fiir @ # 0,b # 0 , dann ist @ || b (parallel oder antiparallel).

“Danger!!
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Abbildung 12: Drehmoment

Beispiel Drehmoment
Ein Korper sei _um festen Punkt 0 drehbar Im Punkte P greift eine Kraft F an. Dann
ist die Grofe M das Drehmoment von F bzgl. O:

—

M=+FxF

Rechenregeln
axb=-bxa

(weitere in Biichern/ Ubung). In Koordinaten ist das Kreuzprodukt:

Qg x e1r az by
- 6‘_ b formal | b
axb=[ay,| x|b, =" & ay by
Gy b, €3 a, b,

ayb, —a.by
_ Qy by -51 . Ay b:c €2+ Ay bx 53 — (a:):bz CLzb )
a, b, a, b, ay by b b
z 0y Y

Eine 2 x 2-Determinante berechnet sich durch

a b
d

’:ad—bc

Spatprodukt

In der Mechanik kommt [@, b, 7 = <(d’ x b), E> als ”‘Grundflache”’” mal Héhe vor. Geo-

metrische Interpretation:Volumen(Inhalt) des von @, I;, ¢ aufgespannten Spates (Parallelotops)
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Ein Quader ist ein spezieller Spat mit der Zusatzeigenschaft, dass 3 Vektoren da, g, C paar-

weise orthogonal sind.

P — . St o et —— .

N
o
Abbildung 13: Spatprodukt

Berechnung in Koordinaten

az by ¢y
o 7 def
@, b,¢] = |ay by ¢y
a, b, c.

7.1.4 Geraden und Ebenen in R?

Parameterdarstellung einer Geraden im R3

Abbildung 14: Parameterdarstellung einer Geraden
X sein ein beliebiger Punkt auf der Geraden g. P und Q seien feste, bekannte Punkte

auf g
OX = OP + PX mit PX||QP = PX =X-QP,AeR
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auerdem gilt: Q? = —O_Q +OP

OX =0P+X-(OP—-0Q),AeR

ZN

Abbildung 15: Ebende im R?

Parameterdarstellung einer Ebene im R?> Betrachte Ebene E mit Anfangspunkt A
und den (linear unabhéngigen, d.h. @— || ¥ und @ # 0,7 # 0)) Vektoren @ und ¢ . Ein

—

Raumpunkt z liegt genau dann auf E, wenn sich der Vektor AX darstellen ldsst als

AX = M\ + Xo@, mit Ao € R

— 00X = 04 + M\ + Mot

Werden @ und ¢ durch die drei Punkte A(aq, a9, as), B(b1,ba,bs3), C(c1, c2,c3) bestimmt,
i = AB,v = AC, dann erhalt man die 3-Punkt-Parameterdarstellung der Ebene

1 ai by — a1 c1—aq
ol =(a2 ]+ X |b2—ax| +X|c2—ax |, Mi2€R
x3 as b3 — a3 c3 — as

0X = 04 + \MAB + M\AC

Beispiel

In einem kartesischen Koordinatensystem gilt: P(1,0,-1), Q(0,1,3).
I 1

X (X1, X9, X3) sei ein Punkt auf der Geraden durch P und Q [z2 | = [ O | + \-
I3 -1
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

1-0

0—1 ] ,X € R In kompnenten lautet sie :

-1-3
T =14+A
i) :—)\
I3 =—1—4-/\

Zum Parameterwert A = 6 gehort der Punkt B(7, —6,—25). Durch Elimination von A,
erhiilt man 2. lineare Gleichungen in z1, 2, 23, die Koordinatengleichungen der Geraden im R?

561:1—.7}2
1‘3:—1-1—1‘2‘4

Merke:

Eine Gerade im R? wird durch 2 lineare Gleichungen beschrieben

Lage zweier Geraden
91:0X = OPy + AP\Q1g2 : OX = —OPy + APyQ9
1. Die zwei Geraden fallen zusammen.
2. Die zwei Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
3. Die beiden Geraden sind parallel, aber fallen nicht zusammen.

4. Die zwei geraden sind windschief, d.h. es gibt zwei parallele Ebenen, werden von
den Richtungsvektoren der beiden Geraden aufgespannt.

%

Abbildung 16: windschiefe Geraden
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7.1 Vektorrechnung im R? und R3 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

x1
Sei OX = | x5 | ,dlazag x sei ein beliebieger Punkt auf E, A sein ein fester Punkt auf
3

Hesse-Normalform:

xr1p — a1
0=<|2z2—as
xr3 — a3

7.1.5 Substitutionsregel
12.05.06

Ausmultiplizieren:
ny(x1 — ar) +ni(xe —az) +n3(r3 —az) =0

Folglich bilden alle Lésungen einer linearen Gleichung Az + Baxg+ Cx3 = D eine Ebene
in R3. Dabei sind A, B,C, D € R gegeben und erfiillen (A, B, C) # (0,0,0)

Bemerkung. (7.1.3) Einsetzen der Koordinaten eines beliebigen Punktes @ = (qq, g2, q3)

in die HNF (Hesse-Normalform)
g — a1
d= g —az | ,7 ).
43 —as

Dann gibt —d— den Abstand des Punktes Q von der Ebene an.

Achsenabschnittsform der Ebene

Die Ebene E . .
L
a b ¢

geht durch die Punkte
A(a,0,0) € x — Achse;  B(0,b,0) € y — Achse; C(0,0,c¢) € z — Achse

Das Dreieck ABC stellt deshalb ein Stiick der Ebene E dar.
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Abbildung 17: Dreieck ABC

Lage zweier Ebenen zueinander

1. Die beiden Ebenen fallen zusammen.

2. Die Ebenen sind parallel und fallen nicht zusammen.

3. Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden.
Beispiel 1. zy-Ebene: z=0und 7-2=0

2. Ebene z = 0 und Ebene z = 3

3. Ebene z = 0 und Ebene z = 0 (Schnitt ist Gerade x = z = 0, d.h. y-Achse)

Lage einer Ebene und einer Gerade (im R) zueinander

1. Ebene und Gerade schneiden sich in einem Schnittpunkt.
2. Die Gerade liegt ganz in der Ebene.

3. Die Gerade liegt parallel zur Ebene, es gibt keinen Schnittpunkt.

Beispiel 1. Ebene z = 0 und Gerade = y = 0 (2-Achse) schneiden sich im Ursprung
(0,0,0).

2. z-Achse z = y = 0 liegt ganz in der zz-Ebene y = 0.

3. z-Achse x = y = 0 liegt parallel zur Ebene y = 2.

7.2 Vektorrechnung im R”

1. Lineare Gleichungssysteme

2. lineare DGL
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Ubertragung des Begriffes des Vektors aus dem %2 und ®?* in den R".

x1
Z2
mit z; € R heiit n-dimensionaler Vektor oder Tupel
T
€1
€2
R = . ‘3716%,%26%,...,3:716%
Ln,

Das Koordinatensystem ist durch n verschiedene Einheitsvektoren gegeben.

1 0 0
. 0] . 1 . 0
1= , €2 = . ) ,6n =

0 0 1

Jeder Vektor lasst sich durch Angabe seiner Komponenten schreiben:
ai
a=aiel +azex + -+ aptp =

Qn

Es tibertragen sich die Begriffe: Betrag, Gleichheit von Vektoren, Multiplikation mit
einem Skalar, Addition,- (Skalarprodukt, Orthogonalitét)

Addition und Multiplikation mit einem Skalar

al bl
a9 = b2
a= , b=1 .1, X2eR
an by,
ay + by Aay
5 az + by A as
a+b:= ) , -a = )
an + by, A ap

Es tbertragen sich die Rechengesetze der reellen Zahlen d, I;, ceR™EkLeR
Es gelten die Rechengesetzte der Addition

(A1) Assoziativgesetz: @+ (b+¢7) = (@+b) + T
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(Ay) Kommutativgesetz: @+b=b+a
(A3) Es existiert ein Nullvektor mit der Eigenschaft: @ + 0 = @
(A4) Es existiert ein inverser Vektor —a mit der Eigenschaft: @ + (—a) = 0

Es gelten die Rechengesetze der Multiplikation mit einem Skalar (Skalar-Multiplikation):

(S1) Assoziativgesetz: k- (I-ad) = (k-1)d
(S3) Distributivgesetz 1: k- (@+b) =k-a+k-b
(S3) Distributivgesetz 2: (k +1)ad = kd + ld
(54)

Gesetz der Eins: 1-d=da

S

Vektorraume

Definition 7.2.1
Eine Menge V bildet einen Vektorraum tiber R, wenn folgende Axiome gelten:

1. In V ist eine innere Verkniipfung “+” erklart,

-,

+:V XV Vmit (@b) —a+b
(Addition), sodass (V,+) die Gesetze der Addition (A;) — (A4) erfiillt.

2. In V ist eine auflere Verknifpung “” erklart,
R XV Vomit (N\,d)— A-a

(Multiplikation mit einem Skalar), sodass (V,-) die Gesetz der Multiplikation mit
einem Skalar (S7) — (Sy) erfiillt.

Ein Element aus einem Vektorraum bezeichnen wir als Vektor (auch wenn wein Vektor-
raum nicht dem R entspricht). Hat man als Zahlenmenge nicht R, sondern einen anderen
Kérper K (z.B. K = Q oder K = C), so spricht man von einem Vektorraum tiber K.

Linearkombination une Erzeugnis, Spann

Im Folgenden sei (V,+,-) ein (nicht notwendig endlich dimensional) Vektorraum (V R)
und

Definition 7.2.2
Ein Vektor b der Form
b= Mdi + Aodo + ...+ A\ndm

heifit linearkombination ( kurz LK) der Vektoren d,ds, ..., Gn.
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Beispiel
1
9 1 0 1
7T =510]+3[1]+4(1 (1)
9 1 0 1
9 1 0 1
— |7)ist LKaus{0],3(1].,4(1 (2)
9 1 0 1
Beispiel
9 1 0 0
7T =910 +711]+91]0
9 0 0 1
9
— | 7| ist LK von €7, €5, €3.
9
18.05.06
Definition 7.2.3
Vector bb = \1d] + A2a3 + ... + Apnanm, heilit Linearkombination von ai, ..., an
Definition 7.2.4
Die Menge der Vektoren
“ d
{b\b => Xd, A€ R} 9L, span {@i, . .., dr} = |di,. .., ap] (3)
i=1

—

heifit Erzeugnis oder Spann der Vektoren ai, ..., amn.

Definition 7.2.5
Sei (V,+,-) ein VR. Eine Teilmenge U C V heit Untervektorraum(UVR), wenn U bzgl.
der Operationen + und - en Vektorraum bildet.

Satz 7.2.6
UVR- Kriterium Eine Teilmenge U C V mit U # 0 ist UVR <= [@,b € U => A\d+ub €
UV peR

Beispiel
0 ist der kleinste UVR in jedem VRs.
Beispiel
1 0
span 01,10 ist UVR vomR3
0 1
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Beispiel
Allgemein gilt: d@i,...,m € (V,+,-) = span{ai,...,am} (V,+,").

Definition 7.2.7
Eine Teilmenge di,...,an € V heiit Erzeugendensystem, wenn span {di,...,am} = V.

Beispiel
{é1, €, €3} ist Erzeugendensystem von R3.

Beispiel

€1,€E9,€3, | 1 ist Erzeugendensystem von R3.
1

Wir suchen das kleinstmogliche Erzeugendensystem.

Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit von Vektoren

Beispiel
2 4 8
a=|-3|,b=1 3 |,c=1{-3
) -2 8

Dannistc=2-a+1- 5, ¢ ist LK von @, b. Man nenn ¢ linear abhéngig von @ und b.

Definition 7.2.8
Die Vektoren @y, ...,dm, € V heiflen linear abhéngig wenn es eine Lésung von

k‘lc_il—l—---—i-kmc_im:ﬁ

gibt, mit mindestens einem k; # 0.

Die Vektoren @y, ...,dm, € V heiflen linear unabhéngig, wenn
ki@ + ... kmam =0= k1 ==k, =0
Beispiel
€1, €2, €3 sind linear unabhéngig.
1 0 0 0
ki1 [O) +ko 1] +k3|[0] =10 :>]<717273:0
0 0 1 0

Basis und Dimension

Definition 7.2.9 Basis und Dimension
{ai,...,an} ist Basis von V

(B1) {di,...,am} sind linear unabhéngig
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(B2) span{ai,...,am} =V

Beispiel
{€1, 635, €3} ist die Basis von R3
Beispiel
1 1 0
11,101,110 ist Basis des R3
0 1 1
In einem VR gibt es in der Regel viele Basen. Hat man jedoch eine endliche Basis
{ai,...,d,} gefunden, so besteht jede andere Basis auch aus genau n linear unabhéngi-

gen Vektoren.

’Bezeichnung dim (V) = n‘

Bemerkung. dim (R™) =n
Bemerkung. Es gibt auch VRe mit unendlicher Dimension(z.B die Menge aller Polynome
von beliebigen Grad)

Satz 7.2.10
Sei V ein VR mit dim (V') = n. Dann gilt fiir n Vektoren ai,...,a, € V:
{ai,...,dy} linear unabhingig <= {dai,...,d,} ist Basis

7.2.1 Lineare Gleichungssysteme, Matrizen und Determinanten

x1 —bxa+3x3 = 0 (G1)
—2z1 4+ 223 = 2 (G2)
ry+2x2 = 2(G3)

Folgende Umformungen lassen die Losung(en) unverdndert.

e Multiplikationen einer Gleichung mit reeller Zahl A #£ 0
e Addition einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

e Vertauschen der Reihenfolge von Gleichungen ( “Zeilenvertauschen”)

Diese drei Umformungen werden auf systematische Weise im Gaufl-Algorithmus ange-
wendet. Diese sollte man auswendig beherrschen.

GauB-Algorithmus
1. Elimination von x; aus (G2), (G3)

(Gl) 1 —5x2 +3x3 =0
(G2/)(G2 +2G1) — 10z 4 8x3 = 2
(G?)/)(G?) - Gl) 6$2 - 3$3 =2
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2. Elimination von z2 aus (G3)

(G1) 1 —bxa + 323 =0
(GQ’) — 1022 + 83 = 2
16

" / E g _
(G3")(@8' + [5G1) —w3 =~

Der GauB3 Algorithmus liefert ein lineares Gleichungssystem in Dreiecksform

Zusammenfassung
. . . y 16 5 16
e Erster Auflésungsschritt nach z3 in (G%): x3 = 5 9°-9
: " : : 16 "
e Zweiter Auflosungsschritt nach zo in (G%): x4 = 9 einsetzen und nach xo auflosen:
11
T2 =5

7
e Dritter Auflésungsschritt nach x; in (G1): z3, z2 einsetzen nach x; auflésen: x1 = 9

Um Schreibarbeit zu sparen: Matrixschreibweise. Beim vorhergehenden Beispiel.

1 =5 3\ /=1 0
—2 0 2| [2]=|2
1 1 0/ \as 2

Ausmultiplizieren nach Regel “Zeile x Spalte”. Die Dimensionen miissen dabei iiberein-
stimmen.

Definition 7.2.11

a1 ... Qip
A = (aij)ij=1,.mn = o € R™*"
Gnl  -.. Qpn
heifit qudratische n x n-Matrix. (@11, a22,. .., any) heiflt Diagonale der Matrix A.
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Rechenoperationen fiir Matrizen

Sei s € R, A € R"™" B¢ R"™"

s-aiy ... S-aip
S'Adéfs-(aij) =
S-Qp1 ... S-Qpn
a1 +b11 ... ain+ by
A+ B (ay) + (by) = : :
anl +bp1 ... Qpn + bpn
al ... Gpl
AT ()
Alp . Gpn

Bezeichung: Ist A = AT, so heifit A symmetrisch

Beispiel
Durch Spiegelung an der Diagonalen erhélt man die transponierte Matrix

1 4 7
A =25 8 (4)
3 69
1 2 3
AT =14 5 6 (5)
7 8 9
Ty
(Spalten)-Vektoren z = | : | € R" sind n x 1 Matrizen.
Tm
Zeilenvektoren i = (y1,...,yn) sind 1 x n Matrizen. 19.05.06
Matrixmultiplikation
1
AB,CeRV™ z=| : | eR", & = (z1,...,2,)
In
, ci
@ e Gin o b aitbir + -+ abpr ...
[07%% Ann bnl e bnn
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Allgemein gilt fiir ein Matrixelement ¢;; der Matrix C:

n
Cij = § ik brj
k=1

x * * * "
g=Ar=\|:|=1[: .. : =) i=1,...,n mityi:Zaikxk

* X ... % * k=1

x ... % n
ZT:*TA:(*---*):(*---*) Dot :(zj)T ji=1,...,n mitzj:Za:kakj

x ... % k=1

Beispiel
<(1) 8> (;) 421> - <120 144>

60

(13) @ ;) — (11 16)

Beachte: in der Vorlesung sind Vektoren im allgemeinen Spaltvektoren in den Biichern
ist es zum Teil verschieden.

Bemerkung. Im Allgemeinen gilt A-B # B - A fiir a,b € R"*"

Beweis. mit Beispiel, s.U.
1 0\ /1 2 1 2 10 1 2\ /1 0
(00 3)=60*Go-GG o) ©

Rechenregeln Seien A,B,C € R™*" Dann gilt:

—

. (A-B))C = A(B-¢)

2. (A-B)T =BT . AT

3. AB+C)=A-B+A-C
4. (A+B)C=A-B+B-C
5. (ATYT = A

Diese Rechenregeln folgen aus den Rechenregeln fiir die reellen Zahlen zusammen mit
der Definition der Matrixmultiplikation.
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Definition 7.2.12 Diagolnalmatrix

di1 0 o ... 0
0 do 0 ... O
0 0 dsz ... 0 = diag(dn, R ,dnn) S
0 0 0 dun

Satz 7.2.13
Die Diagonalmatrix

1 0 0
0o 1 ... 0

I=1. . o ermm
0 ... 0 1

heifit n-dimensionale Einheitsmatrix Es gilt: - A = A - I = A fiir alle A € >

Satz 7.2.14

Falls es zu A € R™™ ein Q € R™ "™ mit AQ = I gibt, so heifit Q %/ A= inverse Matrix
zu A

Es gilt: AA ' =A"1A=Tund (A1) 1=4

Beispiel
Falls ad — bc # 0, dann besitzt die Matrix

a b P . -1 1 d —b
(c d) die inverse Matrix A7 = d—be (—c a >

Beweis durch Nachrechnen von AA=! =T

Nicht jede inverse Matrix A besitzt eine inverse Matrix ! ‘

Rechenregeln Seien A,B reguliire = nicht singulir = invertierbar Matrix, d.h. 3A~! und
JA~! Dann gilt
A'B™l = (B A) tund(4™H)T = (4T) !

Satz 7.2.15
Eine quadratische Matrix A, mit der speziellen Eigenschaft A- AT = I heiit orthogonal.

Damit gilt fiir eine orthogonal Matrix A:

A7l = AT und A-AT = AT. A = I Reele orthogonale Matizen beschreiben Drehungen und Spiegelungen.
Die Zeilen (und auch die Spalten) einer orthogonalen Matrix bilden gerade ein Ortho-

normalsystem (Skalarprodukteingenschaften).

18. Juli 2006 38



7.2  Vektorrechnung im " 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

Determinanten

Wir fithren rekursiv Determinanten von quadratischen (n x n) Matrizen ein und starten
mit n=1und n =2

Definition 7.2.16

(1 x 1)-Determinanten

Matrix (a) € R*! =R hier a = (a)
Determinante det(a) := a

(2 x 2)-Determinante:

Matrix (a b) € R2x2
c d

Determinante det <CCL Z) =ad —cb

Beispiel

7 8
det<3 2) =7-2-3-8=14-24=-10

Satz 7.2.17
(n x n)-Determinante (Entwicklungssatz von Laplace) 2 < n :
Gegeben ist die quadratische Matrix:

ai] ... QA1n
A= : : € R

Satz 7.2.18
”Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte”:

n

det(A) = Z(—l)i+jaijd6tgij

i=1

fiir ein festes j € 1,...,n Dabei ist ;L-j die (n — 1) x (n — 1)-Untermatrix, die aus A
entsteht, indem die i-te Zeile und die j-te Spalte gestrichen wird.
Beispiel
n=3

2 5 6
det [3 7 8| =(—1)'""2 det <; 2) +(—1)*1.3 det (g g)+(—1)3+1-4 det (? g)

4 3 2 N ,

0-10
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Beispiel
n=4 Entwicklung: j= 2te Spalte

ol 5
det |0 1 5 o = 4(—=1)"2 det 4 3 1?2 det [4 3 2
S 3 10 1 81011 8 10 11
2 5 6 2 5 6

+(=1)*2det [3 7 8| +3(-1)** det |3 7 8

8 10 11 4 3 2

Sie sehen, fiir die Berechnung einer 4 x4-Determinante miissen Sie 4 verschiedene(3x3)-
Determinanten ausrechnen, fiir jede der (3x3)-Determinanten miissen miissen Sie 3
(2x2)-Determinanten ausrechnen, also sind insgesammt 4-3(2 x 2) Determinanten zu be-

rechnen. Man braucht also etwa n!C viele Rechneroperationen um eine allgemeine(n xn)-
Determinante auszurechnen. 26.05.06
Wichtig Entwicklungssatz von Laplace!!! Nur fiir n = 3

Definition 7.2.19
Regel von Sarraus fiir (3x3)Determinanten

a b ¢
det |d e f|:aei+bfg+ cdh — gec— hfa—idb
g h i

Schreibweise fiir Matizen: Determinante von A = (i Z)

det(A) = |A‘ = ad — bc

Anwendung: Wenn det(a) # 0 dann ist die Cramersche-Regel zur Losung von 2x2 LGS

praktisch:
A— <a11 a12> b= <51>
a1 a2 by

Dann hat das LGS A7 = b die eindeutige Lsg:

dot <b1 CL12> dot <a11 bl)
I by ag o az by
YT det(A) TP T det(A)

Fiir n > 3 ist die Cramersche-Regel zu teuer = Gauf} Algorithmus ist billiger!
Praktischer Tip: Man wéhle eine Zeile/ Spalte zum Entwickeln mit mdoglichst vielen
Nullen, das spart die Berechnung von Unterdeterminanten (rekursiv).
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Beispiel
Bei nachfolgender Matrix bietet sich die Entwicklung nach der 1. Spalte an.
01 4
2 25 :O-‘g 2’—2‘;’ 2‘#—0); ;’:—2(6—12):12
0 3 6
Rechenregeln fiir Determinanten
a)
air @12 ... Qlp
det [ o o . 1 [=anax- - Ann H @i
i=1
0 ... ... Gnn

b) det(A- B) = det(A) - det(B)
c) Die Determinante ist 0, falls Zeilen (oder Spalten) linear abhéngig sind.

d) det(A) = det(AT)

1.
aijl 0 PN 0
n
a2 . .
det ) = a11a99 * ... App — Haii
. : 0 i=1
anl oo Qpn

(folgt aus 1. und 2.)

det(k - I) = k™ fiir I = (n x n) Einheitsmatrix
3. Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) &ndert das Vorzeichen.

4. det A = kdet A, falls A aus A durch Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) mit
dem Faktor k entstand.

5. Addition eines Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen Zeile (oder
Spalte) dndert am Wert der Determinante nichts.

Achtung: det(A + B) P9 Gt A+ det B
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Beispiel

2 1

wino (2]

>,det(A+B):127é3+4

i Allg.
Achtung: det(A) = det(B) " A=B
Bemerkung: Determinanten vollbesetzter Matrizen mit n > 3 miissen in der Praxis so

gut wie nie berechnet werden.

Weitere Beispiele von linearen Gleichungssystemen

2 3\ (x1) _ (38 GauB 2 3\ [(x1) (8
4 6) \xzo) \16 0 0)\z2) \O
Fiir die Losung setzt man xo = ¢ und erhalt:

8 — 3¢
€T =
! 2

und x9o =c, mitc € R

Es gibt also oo viele Lésungen.

2 3\ [m) (8 . 2 3\ [\ (8

4 6)\xzo) \15 0 0)\zo) \—1
Diese zweite Gleichung ist nicht 16sbar. = Es gibt keine Losung des LGS.
Definition 7.2.20

Eine Matrix der Form

c Rnxm

hei3t Rechteckmatrix.

Sei A € R"™™ B e R"*P, Das Matrixprodukt AB ist nur fiir zusammenpassende Matri-
zen erklért.

Lénge der Zeilen von A = Lange der Spalten von B
Anzahl (Spalten von A) = Anzahl (Zeilen von B)
m P
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X ¢ov ¥
£3 o o o X
’ . . P:m ﬂvaoo*
nial e
%K e « o ¥ :: h
N
* . ¥
™ Y ey
[NV N

R L

Bemerkung. Fir (n x m)-Rechteckmatrizen mit n # m gibt es keine Determinanten und
keine Inverse.

Definition 7.2.21
Sei B € R™"™. Die maximale Anzahl linear unabhéniger Spaltenvektoren von B nennt
man Spaltenrang von B, in Zeichen: Rang(B) = Rg(B)

Bemerkung. Sei b € R"*™ — Rang (B) < Anzahl Spalten = m
Die Spaltenvektoren sind n-dim. Vektoren = Rang (b) < n
Zusammen: Rang (B) < min(m,n).

Bemerkung. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von B nennt man Zeilenrang
von B. Es gilt: Spaltenrang = Zeilenrang. Man spricht deshalb nur kurz von Rang

Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme

Zuniichst homogene lineare Gleichungssysteme A7 = 0

air ... Qin x1 aii a12 ain
Az=1| + .. = s | x| s [t 2 [ =0
pl -+ Gpp Tn an1 an2 Ann
e Eine Losung ist immer & = 0
e Spalten von A linear unabhéngig < Rang (A) = n = & =0 (eindeutige Losung)
e Spalten von A linear abhéngig < Rang (A) < n = 3% # 0 (mehrere Losungen)
Die Menge aller Losungen von AZ = 0 nennt man Kern von A.
Also: 7 € Kern(A) & AZ =0
Wir betrachten zwei Vektoren ¥ € Kern(A),y € Kern(A) A, i € R und berechnen.

AT + pff) = ANE) + A(uif) = X AT +p Aj =0

0 0
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Wir haben gezeigt
Z,y € Kern(A) = A7 + uy € Kern(A) VA, p € R
Also ist Kern(A) ein Untervektorraum!

e Die Summe zweier Losungen des homogenen LGS AZ = 0 ist wieder eine Losung
von A7 = 0.

e Das Vielfache einer Losung des homogenen LGS AZ = 0 ist wieder eine Losung
von AZ = 0.

Wir betrachten inhomogene lineare Gleichungssysteme AZ = b

ail ... Qin x1 ai a2 ain b1
Ax = = +x2 +...+x, =
apl .- Gpn Tn, anl an2 anpn by
SN—— SN——
=) s z

(7)
Es gibt eine Lésung, wenn b Linearkombination von den Spaltenvektoren von A, bezeich-
net mit a; ist.

b € span{di,...,dn}
span {di,...,d,} = span {671, <oy, 5}
Rang (() A) = Rang (A, g) = Es gibt eine LosungAr = b

u 01.06.06
Rang (A) = Rang (A, b) = Es gibt eine Losung von A7 = b

Annahme: Im Folgenden sei Rang(A) = Rang <A, 5), d.h. es gibt mindestens eine

Losung von AZ = b. Wie viele Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems

AZ = b gibt es?

Seien ¥ und ¢ zwei Losungen.

b—b<= AZ—7) =0

Il
S oYy

i }Ang

z
Y

. Fall: Rang (A) = n= Das homogene LGS AZ = 0 hat als einzige Losung
f—§=7%=0= &= § Beide Losungen von AZ = b sind gleich. Es gibt genau
eine Losung des inhomogenen LGS.

2.Fall Rang ([)A]< n = Es gibt nicht-triviale Losungen des homogenen LGS. Jede
Losung Xipnom von AZ = b lasst sich darstellen als Xunom = Xinhom,spez + 2
mit Z € Kern(A)
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Bemerkung. Falls b #£ 0, so ist die Losung von AT = b kein UVR
Sei & Losung von AZ = b
— 27 ist keine Losung von AZ = b, sondern A(2%) =2b#b

7.2.2 Ergebnisse und Folgerungen

1.

6.
7.

Ein homogenes LGS AZ = 0 hat immer # = 0 als Losung (sognennante triviale
Losung)

. Ein homogenes LGS AZ = 0 hat die eindeutige Losung & = 0 <= Rang (A)=n

. Ein homogenes LGS A# = 0 hat eine nicht triviale Losung & # 0 <= Rang (4) < n

Losungsmenge Kern (A) eines homogenen LGS AZ = 0 bildet einen UVR und es
gilt: dim (Kern (A)) + Rang (A) =n

Ein inhomogenes LGS AZ = b hat eine Lésung <= Rang (4) = Rang (4, b)
Ein inhomogenes LGS A7 = b hat genau eine Losung <= Rang (A)=n

Die Differenz zweier Losungen des inhomogenes LGS AZ = b liegt im UVR Kern (A)

Das Losungsverhalten und Rang (A), sowie Rang (A, g) kann auch am durch den Gauf3-

Algorithmus tranformierter LGS abgelesen werden.
Ergebnis der Eliminationsschritte des GauB-Algorithmus

ajlp ... e QA1p .
0 & . . T1 C1
a2 . : . .
) . . : - : (8)
0 \w) \a
0 0 0  Gnn
Falls a11 #0,...,an, # 0 = Rang (A) = Rang (A, E) =n (9)

=

In der Mathematik zeigt man, dass Rang (A) = Rang (A) ,Rang (A, b) = Rang <f~1, 8)
Wenn der Gaufl-Algorithmus folgendes System liefert:

ai] ... ... QA1n

1 c1
0
Qrpr - .. Gy z | | e
0 0 Tr41 Cr+1
0 0 In Cn
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mit a; #0 firéi =1,...,7r und ¢,41 = --- = ¢, = 0 dann gilt Rang(A) = Rang(A) =r
und Rang(A, ¢) = Rang(A,b) = r und es gibt (mehrere) Losungen.

Falls Falls aiy # 0,...,dy # 0 und mindestens ein ¢; # 0 fiir j € {r +1,...,n}, dann
gilt Rang (A) = Rang (A) = r und Rang (A, E) = Rang (A, E) > 7 und es gibt keine
Losung. Falls ein a;; beim Gauf-Alg. 0 ist bzw. 0 wird, so miissen gegebenenfalls Zeilen
(oder Spalten) vertauscht werden (Ubung).

Einige Praktische Rechenregeln
Sei A € R™*"

e Rang (A) = n <= det A # 0 Derterminante entspricht n-dim. Volumen (vorzei-
chenbehaftet).

n=2: Fldcheninhalt des durch die Spalten von A aufgespannten Parallelogramms.
n=3: Volumen des durch Spalten von A aufgespannten Spats.

e Rang(A) <n<=detA=0

Beispiel
a ra
b bearb—mbf()

e 2-Spat= Parallelogramm, Flécheninhalt= Lange (Kreuzprodukt)

51 aq b1 a b

Gxb=|det | & as by :det<1 1)’
= az by
€3 0 0

~

~
~
~
N~
~
~
™

~ ;
b \\\/

v

e 3-Spat= Spat (vorzeichenbehaftetes) Volumen [, b, ] = det @, b, &
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7.2.3 Die inverse Matrix

Wann existiert sie? Ist sie eindeutig? Wie kann ich sie berechnen?
Falls eine inverse Matrix Q existiert, erfiillt sie die Bedingungsgleichung

i - Gin
A-Q=1, wobeilQ = (q1,...,qn) = | : | unbekannt ist.

inl e Jnn

. - =2 - -
. a9, — e ... |e,

Abbildung 18: Matrixprodukt

Die Bedingungsgleichungen lasst sich aufspalten in n LGS.
AQp=ei1, ..., AGn = éy

Diese konnen etwa mit dem Gauf3-Algorithmus gelost werden. Damit die inverse Matrix
Q existiert, miissen alle LGS Ag; = €; l6sbar sein.

— Rang(A) = Rang (A4, €1) =--- = Rang (4, ¢€,)

— ¢&; € span {Spaltenvektoren von A} fiir i =1,...,n
= Die n Spaltenvektoren von A sind linear unabhangig
= Rang(4)=n

Umgekehrt folgt aus Rang (A) = n auch Rang (A, €;) = n. Das heifit die Losungsvektoren
¢ sing eindeutig. In Anlehnung zu reelen Zahlen wird die Inversematrix geschrieben als
A~1, aber:

Ergebnis: Sei A € R™*"

A~! existiert <= Rang (A4) = n <= {A invertierbar, A regulir, A nicht singuléir

Wenn A~! existiert, ist A~! eindeutig.
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Zusammenhang mit der Losung LGS
Gegeben: A7 = b, Rang (A) =n,A e R™", beR"

Es existiert A~! und ist eindeutig

A (A =A%
(ATA)Z=A""%
Z=A""0

Elegantes Ergebnis , man beachte jedoch: Zur Berechnung der inversen Matrix sind
zunachst einmal Gauf-Algorithmen nétig, diese lassen sich zwar gemeinsam effizient
16sen, der Aufwand bleibt jedoch grofi. Ergebnis praktisch nutzbar fiir orthogonale Ma-

trizen, hier gilt: A=! = AT d.h. A~! ist ohne Rechenaufwand bereits bekannt.

Eine praktische Rechenregel

AA ' =T = det AA™' =det I = det Adet A~ =1

1
det A1 =
= de det A

Lineare Abbildungen
Sei eine Abbildung ¢ : R™ — R™:
P @ ¥ A7 mit Ae (R
gegeben.
Beispiel

8y

-3
€] +— €1,Ey — €1 + 8¢5
Mit den Rechenregeln fiir Vektoren und Matrizen erhélt man:
p(af) + By) = Alal + 57)
= (A7) + B(AY)
= ap(Z) + Be(y) VT, 7€ R" Va,5 €R

Eine Abbildung ¢ : R® — R™ der Eigenschaft ¢(a + Y) = ap(Z) + Bo(y) heifit

lineare Abbildung.

Die Mathematik zeigt, dass sich jede lin. Abb. mit einer Matrix A als ¢(¥) = AZ schrei-

ben 1a83t.
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Geometrische Deutung Wir stellen jede Vektoren im Urbild- und Bildraum durch den
Représentanten dar, der am Urspung beginnt.

/

N\ /Af

LT Res ) e

i 7@?2 y 7 Aur)-20E)
£

W

Eigenschaft: Ursprungsgerade — Ursprungsgerade oder zum 0
Allgemein: UVR C R" — UVR C R"

Satz 7.2.22
Eine lin. Abb. ¢ ist durch die Bilder der Einheitsvektoren(oder einer Basis) aus dem
Urbildraum bereits festgelegt.

Beweis. Seien é; die Einheitsvektoren € R"™
]
o(é; = Aé; = b: € R”™ seien vorgegeben. Fir alle # = | @ | € R” gilt:

Tn

Die Spalten von A sind die Bilder der Einheitsvektoren. O
0 ... 0
Beispiel e Die Nullabb.: o(&) = |-#2=0
0 0
e Die identische Abb.: ¢(Z) = IZ = &
e p: R R3
I T 1 0 0 I Tl
xI9 — QO( i) ) = 010 xI9 = xI9
x3 x3 0 00 xs3 0
e Eine Scherung des R?
I Tl 1 0 0 Il o)
Ty | — @ ) =10 1 1 o | = | x2 +x3
T3 I3 0 0 1 I3 xrs3
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Tabelle 1: Wertetabelle zur Scherung

Beispiel
Die Drehung des R? mit Drehwinkel ) um den Ursprung ist eine lineare Abbildung.

4

7

(e)
i

o)
( S

ot = (0)

= (259)

o(Z) = (p(e1), 90(52?):?7
(o0 o) ()

Drehmatrix A
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A ist orthogonal: AAT =T

7.2.4 Wechsel des Koordinatensystems (im VR)

I\~Z~‘;&
\ ~
N\ ~
e [
% BN I
0% [N
; \
—.\
=\
3\ N
1 N
AN

Abbildung 19: Wechsel der Basis von €] und é5 zu l;l und 52

Allgemein: Ein Punkt A hat bzgl. der kanonischen Basis (0, €, ..., é,) die Koordinaten
(a1, ...,ay) und bzgl. einer anderen Basis (0, by, . ..,b,) die Koordinaten (ay, ..., a,). Es
gilt dann:

=ai 1+"'+an€n:dlgl+"'+dngn

a
a : : ay
=100 . by :
Qn : an

Bemnxn
aj a1
. = (b1 - bn) s
——1
Qn BeRExn Qn

wobei die l_); die Koordinaten der neuen Basisvektoren im alten kanonischen Koordina-
tensystem (0, €1, ...,¢,) sind. Die Matrix B ist regulér.

Wenn das neue Koordinatensystem eine Orthonormalbasis ist, dann ist B eine orthogo-
nale Matrix.

Affine Tansformation

Im Anshauungsraum (affinen Raum) der Ortsvektoren kann ein Koordinatensystem auch
parallel verschoben werden.
Eine Parallelverschiebung ist durch ¢(¥) = Z + ¢, ¢ # 0 fest, beschrieben. Ein Wechsel

vom Koordinatensystem (0, €1, ..., €,) in ein Koordinatensystem (P, b:, ..., by) ist dabei
durch eine Abb. vom Typ ¢(¥) = BT + d, B regulér beschreiben.

18. Juli 2006 51
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7.3 komplexe Zahlen
7.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

e Lit: Meyberg/Vechenauer Bd 1., Kap. 6.6.7 S 326 ff.
e Ansorge/Oberle, Bd.1, Kap. 7.1, S. 168-185

e Lenpold, Bd.1, S 285-290

Motivation

e Lin. Abb. kénnen recht kompliziert sein, so dass man auf den ersten Blick nicht
mehr iiberblicken kann, wie die Menge aller Vektoren in Richtung und Lange durch
die Abb. verédndert werden.

Es interessieren also z.B. spezielle Vektoren, die mit der lin. Abb. nur in der Lange,

aber nicht in der Richtung verdndert werden.
e Bei der Losung von lin. Differentialgl. systemen der Form %g’(z) = Ag(x) tritt
folgende Frage auf: Gesucht ist ein Vektor & # 0 fiir den gilt:

AZ = \Z mit A € R oder C

e Problemangepasstes Koordinatensystem fiir Ellipsoide, Kegel, ...

Definition 7.4.1
Sei A € C"*™ und Z € C"\ 0. Dann heiit Z Eigenvektor (EV) von A, wenn es ein A € C
gibt, mit

AZ = \Z.

A heifit dann Eigenwert (EW). D.h. der Nullvektor ist per Definitionem nie Eigenvektor!.

Geometrische Interpretiation

Die lin. Abb. AZ wirkt auf die EV # wie eine Streckung mit dem Faktor A (EW).
Insbesondere wirkt die lin. Abb. ¢(7) = Ay auch fiir alle Vektoren der speziellen Form
¥ = aZ (d.h. fur Vielfache der EV) wie eine Streckung mit dem Faktor A (EW):

o) = Af = Alad) = a(AF) = a(AT) = Aj

Beispiel
4 7 =5 1
A=10 3 -1]; =11
2 8 —4
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7.4 Figenwerte und Eigenvektoren 7 VEKTOREN UND MATRIZEN

liefert
1
Az=|1|=_1 %
~~
2 -
1
Hier ist der Vektor der Form o | 1 | mit o € C und « # 0 Eingenvektor zum Eigenwert
2
A=1
08.06.06
Berechnungsmethode

I. Man berechne alle Eigenwerte (EWe).

II. Dann berechne man zu jedem EW den zugehorigen Eigenvektor (EV).

I. Berechnung der Eigenwerte — Umformulierung der Bestimmungsgleichung:

7 A0 mit AT=X\Z=\-1-7
— 3T A0 mit (A-X)Z=0
n
0

<= Rang (A — \I) <
<= det(A — \I)

Satz 7.4.2
A ist der Eigenwert der Matrix A <= det(A — AI) =0
Beispiel
4 7 =5
A=1(0 3 -1
2 8 -4
4— )\ 7 -5

det (A — A\I) = det 0 3-Xx -1
2 8  —4-— )\
=\ 4+3)2 -2\
=-AMA=-1)\A=-2)=0

—> Eigenwerte sind \; =0, Ao =1, A3 =2

Bemerkung. det(A — XI) ist ein Polynom genau n’ten Grades fiir A € C"*", genannt
das charakteristische Polynom. x(\) = det (A — AI)

—> Es gibt iiber C genau n Eigenwerte (nach ihrer Vielfachheit als Linearfaktoren
gezéhlt) die eventuell zusammenfallen.
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Man kann zeigen (auflésen der Determinante und umordnen der Glieder nach Potenzen
von \), dass fiir das charakteristische Polynom gilt:

x(A) = (=N)" + (Spurd)(=\)" 1 + ...+ det A
mit Spur A = Summen der Diagonalelemente von A

Definition 7.4.3
Vielfachheit der Nullstelle \; im charakteristischen Polynom = algebraische Vielfachheit
des EW \;.

Il. Berechnung der zugeharigen Eigenvektoren Auflosen der Gleichung (A—\I)Z =0
mit dem zuvor berechneten EW .

Bemerkung. Da Rang (A — M) < n gilt, gibt es mindestens einen EV # # 0. (liefert
Rechnung nur 0 als Losung, so muss Rechenfehler vorliegen)
Mit & ist auch o, € C\ {0} Eigenvektor! D.h. EV sind nicht eindeutig.

Beispiel (Fortsetzung)
Gesucht sind die Eigenvektoren & zum EW As = 1.

4—-1 7 -5 3 7 =5
0 3—-1 -1 =10 2 -1]7Z=0
2 8 —4 -1 2 8 =5
3 7 -5
Gy 2 —1|z=0
00 O
. . 1
2. Gleichung liefert: 2xo = x3, setzt z.B. x3 =1 = X9 = 3
. . 1 1
1. Gleichung liefert: 3z; = —7 - 3 +5-1 — x1 = 3

1 1
Probe in der 3. Gleichung: 2 - 3 +8- 3~ 5:-1=0

Dabel ist & = ein Eigenvektor zu Ao = 1. Nach Bemerkung 7.5.5 sind dann auch

[l el

alle Vektoren aZ,a € C\ {0} Eigenvektoren zum EW Ay = 1. Wegen Rang (A — AI)=2
gilt: Alle EV zum EW Ay = 1 sind gegeben durch aZ, a € C\ {0}.

2
Fiir den EW A1 = 0 erhélt man alle zugehorigen EV durch o7 [ 1 |, a3 € C\ {0}, indem
3

man 10st
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4—-0 7 -5
0 3-0 -1 |Z=0
2 8 —4-0
—1
Fiir den EW A3 = 2 erhélt man alle zugehorigen EV durch a3 | 1 | ,a3 € C\ {0},
1

indem man 16st
4—2 7 -5
0 3-2 -1 |&=0.
2 8 —4 —2
Falls zu einem EW zwei lineare unabhéngige EV #; und s existieren, dann ist eine
beliebige Linearkombination a1#1 + aeZs mit ay € C, a0 € C, (a1, a2) # (0,0) wieder
EV.

A(Oélfl + thg) = a1 A1 + o AZs
= a1 AT1 + Qo AT9

= )\(Oélfl + 0625"2)

Folgerung
Sei A € C"*™ und sei A € C EW von A. Dann bildet die Menge aller EV zu \ vereinigt
mit dem Nullvektor einen UVR

UVR ={Z e C"\ {0}(4 - \)Z=0}U{0} = Kern (A — )

Die Dimension dieses UVRs heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

Bemerkung. ES gibt stets:
1 # geom. Vielfachheit von A # algeb. Vielfachheit von A # n

Beispiel
1 00
A=10 1 0] hat die Eigenwerte A\j 2 =1, 3 =2
0 0 2
daxy(A\)=...(1-X)2(2-)) =0
1 0
Alle Eigenvektoren zu A = 1 liegen in span< [0, |1 \{0} Fir A = 1 ist daher
0 0

dim=2=geom. Vielfachheit
algeb. Vielfachheit = geom. Vielfachheit = 2

0
Alle Eigenvektoren zu A = 2 liegen in span ¢ | 0 \ {0}
1
Fiir A = 2 ist daher algeb. Vielfachheit = geom. Vielfachheit = 1.
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Beispiel

2 1
5= )
Alle EV zu A = 2 liegen im span { <(1)>} \ 0 Hier gilt: geometrische Vielfachheit= 1;

algebr. Vielfachheit= 2

Beweis. Ubung Nachrechnen O

7.4.1 Nutzliche Hinweise fiir Rechenkontrolle.

Das charakteristische Polynom hat iiber C genau n (nicht notwendig verschiedene) Null-
stellen A1, ..., A\n. Es gilt:
E(A) =det (A—AI) =Y X = (=\)" + (spur(A))(AN)" ' + - + det A
§=0

n

= =N Q=N =T =)

i=1

Zur Uberpriifung der Koeffizienten by, b,_1,by des charakteristischen Polynoms kann
(und sollte)

bn,1 == SI)UI‘A == zn:aii == zn:)\l
i=1 =1
b(] = det(A) = ﬁ )\i
=1

verwendet werden. Die aus dme charakteristischen Polynom berechneten Nullstellen
Aly..., A\p konnen (und sollten) dann nochmals in den Formeln fiir die Spur und die
Determinante eingesetzt werden.

Merke: Spur(A) = Summe Diagonalelemente der Matrix A = Summe der Eigenwerte
der Matrix A (gezdhlt mit algebr. Vielfachheit)

(vgl. spitere Kapitel: Begriff Divergenz)

Wie schaut es aus, wenn der Grundkorper der Zahlen R ist? Bisher haben wir C be-
trachtet:

e char. Polynom hat genaut n Nullstellen

e nach algebr. Vielfachheit gezahlt genau n Figenwerte
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Im R"™ zum Teil anders: Eine Drehmatrix

= <c§>sso —sin<p> c R2X2
sinp  cosp

besitzt keine reellen EW und keine reellen EV fir ¢ # km,k € Z. A im komplexen
aufgefasst besitzt komplexe EW und EV.

e EW: €% mit EV (1, —i)7
e EW: e~ mit EV(1,i)T
Beweis: Nachrechnen. 09.06.06

7.5 Quadtratische Formen und Quadritzen
Literatur:

e Leupold Band I, S. 178-194, 207-211

e Ansorge/Oberle Band I, S.183-198

e Meyberg/Vachenauer Band I, Kap 6.7, S. 339 ff

e erginzende Literatur (sehr zu empfehlen): Leupold, Band I, S. 171-211

7.5.1 Quadratische Formen, Symmetrische Matrizen

Wir schauen uns geometrische Objekte an, die (implizit) durch quadratische Gleichungen
beschrieben werden.

Beispiel
22 g2
Ellipse im R? : —+ o 1 (Hauptachsen a und b)
) a
Kugel im R? : 22 + 92 + 22 = R? (Kugel mit Mittelpunkt=Ursprung und Radius R)

A A

Abbildung 20: Kugel im R3
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Berechnungsmethode
I. Man berechne alle Eigenwerte (EWe).

II. Dann berechne man zu jedem EW den zugehorigen Eigenvektor (EV).

l. Berechnung der Eigenwerte — Umformulierung der Bestimmungsgleichung;:

7 A0 mit AT=X\Z=\-1-7
— 37 #0mit (A— AT =0
<= Rang (A — ) <n
<= det(A—A)=0
Beispiel 1
Fiir die Diagonalmatrix A = diag(\q, ..., A,) lautet die rein quatratische Form :

q(Z) = TTAZ = \a? + Xoas + -+ + A2

Es sei ¢(#) = T AZ die Darstellung der quadratischen Form ¢ : R® = R beziiglich des
Standartkoordinatensystems (0,€7,...,¢&,). Der Ubergang zu einem anderen orthonor-
malen Koordinatensystem (0, 51, ceey 5n) geschieht mit der Substitution ©¥ = By. Dabei
gilt B = (51, e gn) ist eine orthogonale Matrix. i = (z1,...,x,)’ sind die Koordinaten
des Punktes P(z1,...,z,) im Koordinatensystem (0, 51, e gn) Dabei ergibt sich

(%) = ¢(BY) = (BH)TA(BY) =" BTABj =: 4(¥)

~—
Matrix

Definition 7.5.1
Als Hauptachsensystem der quadratischen Form ¢(#) = #7 A%, A = AT bezeichnet

—

man eine Orthonormalbasis B = (51, ...,by) des R™, wenn q im Koordinatensystem
(0,b1,...,by,) rein quadratisch ist.

2
Fiir den EW A1 = 0 erhélt man alle zugehorigen EV durch a; | 1], a; € C\ {0}, indem
3
man lost
4-0 7 )
0 3—-0 -1 =0
2 8 -4 -0
—1
Fiir den EW A3 = 2 erhélt man alle zugehorigen EV durch a3 | 1 | ,a3 € C\ {0},
1

indem man 10st
4 -2 7 -5
0 3-2 -1 |z=0.
2 8 —4 -2
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Falls zu einem EW zwei lineare unabhéngige EV #; und s existieren, dann ist eine
beliebige Linearkombination a1#1 + aeZs mit ay € C, a0 € C, (a1, a2) # (0,0) wieder
EV.

A(Oélfl + Oéfg) = AT + as ATy
= al)\fl + ag)\fg

= )\(Oélfl + Oégfz)

Satz 7.5.2

Zu jeder quadratischen Form ¢(#) = #7 A% mit A = AT gibt es mindestens ein Haupt-
achsensystem. Man berechnet es wie folgt:

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle Eigenwerte verschieden sind, also et-
wa A1 < A2 < --- < A,. Dann hat jeder Eigenwert die algebraische Vielfachheit =
geometrische Vielfachheit = 1. Sei ; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, i = 1,...,n.
Setze b: = H%H

—

Dann ergibt B = (b_i, ..., by) das gesuchte Hauptachsensystem fiir das gilt:
BT AB = diag(\1, M2, ..., \p) und deshalb ¢(Z) = q(BY) = Miy3 + - + M2

Allgemeiner Fall: algebraische Vielfachheit > 1
siehe Mayberg/Vachenauer 1, Satz 7.2, S.341 dort befindet sich auch ein Beweis

Beispiel 1

Quadratische Form: q(z,vy, 2) = 22 + 6zy — 2y? — 2yz + 22 bestimmt durch:

1 3 0

A=13 -2 -1

0o -1 1

x

q(z,y,2) = (z,y,2)A | y

z

Figenwerte: \1 =1; X =3; A3=—-4

S

2 ;ggzglxgg

1
V10 ERVSVi

1
- 1
Normierte EV: by = — | 0| ;
3
B = (51, 52, 53) ist ein Hauptachsensystem und es ist

B =

o5
o o
Shishsh
|
— ot
al-akal
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Zur Uberprﬁfung der Koeflizienten b,,,b,_1,by des charakteristischen Polynoms kann
(und sollte)

bn—l = SpurA = i Q43 — i )\i
i=1

=1
bo = det(A) = [ A
=1

verwendet werden. Die aus dme charakteristischen Polynom berechneten Nullstellen
AL, ..., Ap konnen (und sollten) dann nochmals in den Formeln fiir die Spur und die
Determinante eingesetzt werden.

Merke: Spur(A) = Summe Diagonalelemente der Matrix A = Summe der Eigenwerte
der Matrix A (gezdhlt mit algebr. Vielfachheit)

(vgl. spatere Kapitel: Begriff Divergenz)

Wie schaut es aus, wenn der Grundkorper der Zahlen R ist? Bisher haben wir C be-
trachtet:

e char. Polynom hat genaut n Nullstellen
e nach algebr. Vielfachheit gezahlt genau n Eigenwerte

Im R"™ zum Teil anders: Eine Drehmatrix

A= <CQSSO —Siﬂ<P> c R2X2
sing  cosp

besitzt keine reellen EW und keine reellen EV fir ¢ # km,k € Z. A im komplexen
aufgefasst besitzt komplexe EW und EV.

e EW: € mit EV(1,—i)T
e EW: =% mit EV(1,i)T

Beweis: Nachrechnen.

7.5.2 Quadriken

Definition 7.5.3
Als Quadrik (oder Hyperflache zweiter Ordnung) bezeichnet man die Menge aller Punkte
P(x1,...,2,) € R™, die

p(F)=pB+d"F+iTAZ=0mit BeR,d €R", A= AT ¢ RV

erfiillen.
Die Quadrik liegt in Normalform vor, wenn ! AZ rein quadratisch ist und S+ a”# durch
keine affine Substitution (Verschiebung) verkiirzt werden kann.
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7 VEKTOREN UND MATRIZEN

7.5.3 Normalformen der Quadriken im R? und R3

Prof. Dr. Christof Biiskens

Ergidnzungsblatt

Normalformen der Quadriken im R? und R®

{aus Meyberg/Vachenauer: Hohere Mathematik, Band 1)’

Die Normalformen der Quadriken im R, (Konstante g, b,p alle # Q)

- Rang A =2 (/}llc Eigenwerte # 0)

X2 :
?+§~nx-o

XZ 2
S+5
a

L+1=0

2 :
L
;‘z‘“"ﬁi’]"o
Xtaty? =0

X —ayt =0

Rapg A =1 * (Ein
x}—2py =0

x?

_azuo
: et =0

x1=0

Ellipse (evtl. Kreis)

leere Menge

Hyperbel

Punkt

Geradenpaar mit
Schnittpunkt

Eigenwert = 0)

Parabel

paralleles Geradenpaar

leere Menge

Gerade x = 0

>
/

"

Abbildung 21: Ergédnzungsblatt 1
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Die Normalformen der Quadriken im R; (Konstante a,b,¢, p alle # 0)

Rang 4 =3 (Alle Eigenwerte Q)
x2 oy 2 g ‘ o
- | + %) - % 1 =0 Ellipsoid (evtl. Kugel) ‘\' : ~
2 2 2 -
X5y z >
e + W + % + =0 leecre Menge
L . : .
P Sl > Tl f ] =0 | -zweischaliges Hyperboloid
T2 2 o2 '
% - %7.. i:f —1 =0 |.cinschaliges Hyperboloid
2 2.2
::.}. + b% .f.% = 0 “Punkit
T TR0
% +5 - % =0 “Kegel
Rang 4 =2 (Ein Eigenwert = 0) ! ? ;
2 2 '
’;‘}- + g——f—- 2pz = R clliptisches Paraboloid , > Q\;
X2yt . :
s 2pz = 0 hyperbolisches Paraboloid
22
% + %74. {=0 leere Menge
2 2
% + % -l=0 elliptischer Zylinder
3 2 :
%:_2. = %5 +1=0 hyperbolischer Zylinder
IO
=+ b% =0 Gerade
i g ; iten
S 0 Ebenenpaar mit Schaittgerade
Rang A = | (Zwei Eigenwerte = 0}
x2—=2py =0 parabolischer Zylinder
x—a?=0 paralleles Ebenenpaar
x+a’=0 leere Menge
x2 =0 Ebene . y

Abbildung 22: Ergidnzungsblatt 2

Literatur:
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e Leupold Band 1 S. 207-211
e Ansorge/Oberle Band 1 S. 192-195
e Meyberg/Vachenauer Band 1 S. 344-345

7.5.4 Berechnungsmothode fiir Quadrikennomalform
(wichtig fiir die Klasseneinteilung der Quadriken)

1. Hauptachsenfransformation des quadratischen Anteils mit Substitution £ = By
liefert ein Koordinatensystem (0,01, ...,b2) die Darstellung der Quadrik:

Myt + o Ay + €1y g + 8 =0

mit gewissen { € R (Geometrisch: Drehung des Koordinatensystems)

2. Mit der anschliefenden Substitution

Ty o falls A #£0

werden die linearen Terme durchquadratische Ergénzung (falls moglich) wegsub-
stituiert. (Geometrisch: Verschiebung des bereits gedrehten Koordinatensystems
in einem anderen Ursprung)

Man erhalt:

MZE4 A NZE A i1 Zega + o A i Zn, + 8 =0 II
wobei A1 #0,..., A #0, und A\.y1 = A\, =0

(Nachweis: Einsetzen von I in II)

Ist etwa g # 0, so kann sogar § = 0 erreicht werden. Andernfalls wird noch einmal
€k = zk + ;- substituiert.

Beispiel
Der Typ und die Normalform des Kegelschnitts

q(z,y) =223 + 22y + 3> —1=0
ergeben sich allein durch die EW von A = (21):

1
A1=§(5+\/5)>0

AQ:%(5—\/5)>0

— Ellipse.
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Gedankenschritte:
BT AB = diag(\1, \2)
— 2T Ae —1=y"BTABy — 1 =7 ()\1 0>y—1:0

/\1yf+)\2y2— 1=0

2 2
Wir wollen haben: Z—; + 3;—5 —1 = 0. Daher wéhlen wir den Ansatz: A\1 = a%, Ao = b%, also

a——l b——1
Y Vg

Damit ist dann die Ellipsengleichung;:

2 2
1 + 2. _1_p

VI Jie

)
A
y -/
vt E /
S
< L
./ O\ -
X
‘1'\ \\ ) !
) T > ~

Abbildung 23: Ellipse, die Halbaschenrichtungen sind durch die EVen gegeben

Bemerkung. Sind alle EW einer symmetrischen reellen Matrix A positiv, so wird die
Matrix positiv definiert genannt.

Hinweis:
Die perfekte Beherrschung (auswendig und ziigig) der Rechentechnik fiir die Bestimmung

von

e reelle und komplexe NST von Polynomen (insbesondere Losungsformel fiir quadra-
tische Polynome, Polynomdivision, systematisches Erraten von NST durch Auspro-

bieren von 0, +1,£2,...)

e Lisung von regularen und singuldren LGS mit GauBalgorithmus

e Cramersche Regel fiir lineare 2 x 2 Systeme
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8 LINEARE DGL 2. ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

e Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

spielt eine grofie Rolle in den kommenden Kapiteln (z.B. lineare Differentialgleichungen)
und wird daher immer wieder abgepriift werden.

Die Reihenfolge der Eigenvektoren ist in der Regel unwichtig. Allerdings muss diese mit
der Reihenfolge der zugehérigen EV in der Transformationsmatrix B ibereinstimmen.
geometrischer Standpunkt:

—5yf +4ys +2y3 =1

By Ay 22 = 1 }smd (fast) gleich

In der Tabelle der Quadriken sind nicht alle Permutationen der Achsen aufgefiihrt.

8 Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Literatur:

e Leupold Band 2, S. 131-159
e A/O Band 2, S.185-194
e M/V Band 2, S. 34-43

8.1 Einfiihrendes Beispiel - lineare mechanische Schwingung

Husa b’af@i

<.) F((:)i )

Abbildung 24: linear gedampfter Schwinger

F(t) ist AuBenanregung
Vorraussetzungen:

e riickstellende Federkraft ist proportional zur Auslenkung x = x(t)

e Dampfung ist proportional zur Geschwindigkeit &
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Bewegungsgleichung: | mz + di + cx = F(t) ‘ oder |# + 2ad + wiz = ()

& F(t
20, B Es0 =10
Mechanik / Elektrotechnik:

e Ungedampfte Schwingung : d=0

e Freie Schwingung: F =0

Definition 8.1.1

y' +ay' +by = f(z)
mit a,b Konstanten und einer gegebenen (Stor-, Steuerungs- oder Anregungs-)Funktion
f: I — R heif}it lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die Funkti-
on y(z) (I = Intervall in R)
(8.1) heifit homogen fiir f(x) = 0, sonst inhomogen.

16.06.06
Beispiel
y// Yy =0
hat mind. zwei Losungen. yi(z) = €%, ya(z) = e *
y'+y=0

hat mind. zwei Losungen. y; = sin(x), y2(z) = cos(x)

Superpositionsprinzip

(2) L crn() + caye(w)
y/{ + ayiby1 = hi(@) } — ist fiiyr zlle_c CclyQEJI?R Lt')cs.zlglﬁ in von
Yy + ayhbys = fo(x) 1, €2 &

y" +ay'by = c1fi(x) + cafo(x)
Zuriick zum Beispiel. Wéhle fi(x) = fa(z) = 0.

y) 4+ y1 = 0 mit y;(x) = sin(x)
yh + y2 = 0 mit ya(x) = cos()

Folgerung: y(x) = sin(x) + cos(z) ist eine weitere Losung von y” +y = 0.
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Begriindung:

(sin(z) 4 cos(z))"” + (sin(z) + cos(z))
=sin” x + sinx + cos” x + cos” x + cos
=04+0=0

Allgemein:

(1 +y2)" + (y1 +y2)
=y +y+ys+y2=0
=0 =0

Insbesondere zeigt das Superpositionsprinzip (8.2) fiir f; = fo = 0, dass die Losungs-
menge
L={y:I->Rly"+ay +by=0} C C*(I)

der homogenen linearen DGL ein Vektorraum ist, denn es gilt
yy2€ L, e R=ayi +cy el

Zwei Funktionen y; : I — R,y» € I — R heiflen linear unabhéngig auf dem Intervall I,
wenn gilt

a1y1(x) + aoya(x) = 0 Vel = a1 =a3=0
Nullfunktion
Bemerkunyg.
dim L =2
Beispiel

sin(x) und cos(x) sind linear unabhéngig auf R. Begriindung;:

ag sin(z) + agcos(z) = OVz € R =

Wenn diese Gleichung fiir alle z € R gilt, dann auch fiir x = 0 und x = 7:

o) o =0 L (00 (%)= ()

reguldres LGS mit Losung oy = a9 =0
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8.2 Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

Ziel: Finde zunéchst 2 lin. unabhéngige Losungen (Fundamentalsystem).

Teste den Exponentialansatz: y(x) = e’ mit noch unbekanntem A € R (bzw. A € C).

— y/ _ )\e)\x — y// _ )\26/\90
Einsetzen in DGL
exp™ (A +aX+b) =0

da exp? # 0 (A2 +aX+b) =0
Man erhélt das charakteristische Polynom x(z) zur Bestimmung der Unbekannten A:

XN & A2 raxt+b=0

1. Fall: Es gibt zwei reelle Lsg A1 # Ao
— y1(x) = eM®, y1(x) = e*® sind lin. unabhingige Lsg.
2. Fall: Es gibt doppelte reelle Lgs. A1, d.h. x(A) = (A — A\p)?
— y1(x) = eM?, yo(x) = eM® sind 2 lin. unabhiingige Lsg.

3. Fall: zwei konjungiert komplexe Losungen A\ = o+ i und Ao = o — I8

= yi(z) = e*cos(fz) und y2(r) = e*sin(fzx) sind zwei linear unabhéngige
Losungen.

Begriindung:
y(x) = c1elP7 4 crel@=B)% mit ¢, ¢y € C ist eine allgemeine komplexe Losung.

elatiB)z — 0% (cos(B) + i sin(fz))

el )T — 0% (cos(B) — i sin(fz))

Wahle ¢ =cp = % =y = e cos(fx)

Wiihle — ¢; = ¢ = & = y = ¢ sin(Bx) } 2 reelle Losungen

Beispiel

y'=6—1 +5y=0= char. Polynom: x(\)=A>—6\A+5=0
Losung: A\; = 1, A2 = 5 = 2 linear unabhangige Losungen

= yi(z) = €%, ya(z) = ™

Alle Losungen: y(z) = c1e® + 3% ;ec1,c2 €R
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8.2.1 Loésung der homogenen DGL

Folgerung aus dem Superpositionsprinzip:
Wenn eine spezielle Lésung yspe. der inhomogenen linearen DGL bekannt ist und yo™ (x), yhom
zwei linear unabhéangige Losungen der homogenen linearen DGL sind, dann sind

y(x) = C1y?om($) + C2y30m(90) + Yspez 3C1,02 ER

alle Losungen der inhomogenen DGL. Wir miissen also nur eine spezielle Losung der
inhomogenen linearen DGL suchen.

Ansitze vom Typ der rechten Seite (zum Auffinden von Lsg. fiir die inhomogene
DGL)
Fiir die homogene lin. DGL

wx

' =ay +by = f(x) = pn(z)- € (pm(z) — Polynom vom Grad m)

mit Polynom
Pm = ap + a1z + agx? + - 4 o™

vom Grad m und char. Polynom
x(z) = 4 a\+b
sieht eine spezielle Losung so aus:

Pm(x)er  (falls x(w) # 0)
7 P()e" (falls x(w) =0, ¥'() #0)
Yspex(T) = 4 42 P (x)e?® (falls x(w) = x'(w) =0

mit einem Polynom j,,(z) = By + f1z + foz? + - - - + Bma™ vom Hochstgrad m. Dessen

unbekannte Koeflizienten (o, ..., G, bestimmt man nach Einsetzen des Ansatzes in die
inhomogene lin. DGL aus einem LGS (Koeffizientenvergleich).
Beachte:

e Fiir w = 0 ist die rechte Seite f(z) = pm,(x) enthalten

e Das Polynom kann zu einer Konstanten vereinfacht werden:
pm(7) = ap = Pm(z) = Bo

Fiir die inhomogene lin. DGL

Y+ ay +by = f(x) = pm(x)e® - cos(rx) + gm(x)e’ - sin(rex)  — w:i=s+ir
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mit Polynomen p,,(z) und ¢,,(z) vom gemeinsamen Hochstgrad m sieht eine spezielle
Losung so aus:

Pm(x)e*® cos(rz) + gme®* sin(rz) (fir x(w) # 0)
N [Dm (x)€%® cos(rx) + ¢me®™ sin(rz)] (fir x(w) =0, x'(w) #0)
Yspez(T) = 22 [P ()€ cos(rx) 4+ Gme®® sin(rz)] (fir x(w) = ¥ (w) =0

mit zwei Polynomen py,(z) und ¢, (z) vom Héchstgrad m. Deren unbekannte Koeffizien-
ten bestimmt man nach Einsetzen des Ansatzes in die inhomogene lin. DGL aus einem
LGS.

Beachte:

e s=0— f(z) = pm(x)cos(rz) + gm(z) sin(rz)
® pi(2) = 0,qm # 0 gilt LA Py # 0, G # 0
Bemerkung. Ist x(w) = 0, spricht man von Resonanz

Beispiel
f(z) = cos(3x)

Fir diese rechte Seite ist i.A. der Ansatz:
Yspez(z) = Acos(3z) + Bsin(3z)

mit unbekannten Koeffizienten A und B. 99 06.06

Variation der Konstanten

Fiir andere Storfunktionen fithrt die Variation der Konstanten weiter, die immer eine
Losung liefert (siehe z.B. Meyberg/Vachenauer Band 2, S. 38).

Beispiel 1

y' =4y +dy =7

1. Homogene lineare DGL
' — 4y +4y=0
charakteristische Polynom: A2 — 4\ +4 = (A —2)?2 =0
A1,2 (doppelte Nullst.)
zwei linear unabhéangige Losungen der homogenen linearen DGL sind:
y1(z) = € und yp(z) = ze™

Allgemeine Losungen der homogenen linearen DGL:

y(x) = C1e* 4 Cywe® mit C1,Cy € R
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2. Spezielle Losung der inhomogenen lineare DGL
Y — 4y + 4y =7 =7¢" = p,(x)e?”

Ansatz: ygpe. = k(= konstante = Polynom vom Grad m=0), weil w = 0 nicht
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Einsetzen in die inhomogene lineare DGL liefert:

7 7
4k:7:>k:f:>y5pez:1

4

3. Allgemeine Losung der inhomogenen lineare DGL

y(x) = 2 + C1e%® + Coz2x

Beispiel 2

Y’ + 4y = 2% + 5 cos(22)
1. Homogene lineare DLG

y' +4y=0
Das charakteristische Polynom ist

M +4=0
mit den Losungen A1 = 2¢, Ay = —21.

2. a) Spezielle Losung fiir
y// +4y — 1‘2 — .’E2 eOCE — m260.)512
=1
w = 0 ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Wahle deshalb
den Ansatz

yspez(x) = 60 + ﬁlx + 62-%'2
Einsetzen in die inhomogene lin. DGL liefert

262 + 4(Bo + Bz + Poz?) = 2?

Koeflizientenvergleich ergibt

1 1
Pr=101=026+450=0=fo=—

Damit ist die spezielle Losung dann
1 1,

Yspez(T) = ) + 17
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b) Spezielle Losung fiir

s

~ =~

y" + 4y = 5cos(2z) = pp()e 0 = cos( ) + g () sin(2z)

2
~—
T

mit w =0+ 2i (w:=s+ir). Es gilt
Pm(x) =5, gm(z) =0

Gemeinsamer Hochstgrad der Polynome p,, und ¢, ist m = 0. w = 2i ist
einfache Nullstelle des char. Polynoms. Benutze deshalb den Ansatz

Yspez () = (A cos(2z) + Bsin(2z))
Ableitung:
Yepes(T) = (Acos(2x) + Bsin(2z) + z(—2Asin(2z) + 2B cos(2z)
y;’pez(x) = (—2Asin(2x)) + 2B cos(2z)) - 2 + x(—4A cos(2x) — 4B sin(2z))

Einsetzen in die inhomogene lin. DGL

=0
~ ~ —_— ~
—4Asin 2z +4B cos 2z +x cos 22 (—4A + 4A) +xsin 2z (—4B + 4B) = 5cos 2x
=0

Koeflizientenvergleich liefert:
~ ~ 5
A=0,4B =5 = Yspe:(7) = 2% sin 2z

3. Mit dem Superpositionsprinzip erhélt man alle Losungen der inhomogenen lin.
DGL:

1 1 5
y(z) = C1 sin2x 4+ C cos 2z — 3 + 1x2 + szian, C1,Cs € R

Zuriick zum Beispiel 8.1
1. Eigenschwingung: 2 + 2ax’ + w3z = 0
Nullstelle des char. Polynoms A1 2 = —a £ Va2 — wg
(a) Aperiodischer Fall: a? — w3 > 0 (starke Dampfung)
Mit 8 = \/a? — w% erhalt man die allgemeine homogene Lsg.

<0 <0
—— ——

Thom(t) = cle(_a +0)t + cze(_a — O)t ;c1,c0 €R

Fiir jeden Anfangszustand zpom(to), T}, (to), aus dem die ci, ¢y bestimmt
sind, gilt derselbe qualitative Ablauf.
Keine echte Schwingung, xpem (t) 7 ‘kriecht”’ gegen Null,

lm xpem(t) =0
t—o0
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(b) Aperiodische Grenzfall o = w3 > 0
Thom (t) = (c1 + cat)e™

Trotz anderer Form der Loésung, qualitativ wie in (a): keine Schwingung
a) Periodischer Fall: o? — w2 < 0.

Es treten Schwingungen mit der Eigenfrequenz w; = \/wg — a2 auf.

Thom = € “(Cy cos(wit) + Cysin(wit)), konst. Cp, Cy € R
= e “cos(wit — 6)C, konst. C,0 € R

Die Amplitude der Schwingung wird mit e~®* gedampft. Fiir o > 0 klingt die

Bewegung fiir £ — oo aus.

Sonderfall: d = 2a = 0 (keine Dampfung)

Harmonische Schwingungen:

Zhom(t) = C1 cos(wot) + Ca sin(wot)
= C cos(wot — 9)

2. Erzwungene Schwingungen: " + 2oz’ + wiz = f(t)

Die allgemeine Losung lautet
() = Thom(t) + Yspez(t)

mit Yspe. als spezieller Lisg. der inhomogenen lin. DGL und den moglichen Eigen-
schwingungen %o, (t) des Systems. Mit Dadmpfung « > 0 gilt immer:

lim Zpem(t) =0

t—o0
= Nach Einschwingzeit gilt praktisch z(t) &= spe-(t),t > tEinschwing-
Sonderfall: Harmonische Anregung f(t) = Acos(wt),w # 0

Man erhaélt:
Yspez(t) = B cos(wt — ¢)
mit B = 4 tan(yp) = w%@“’

V(Wi —w?)+4a2w?’ 0—w?
Die resultierende Schwingung nach der Einschwingzeit hat die gleiche Frequenz wie
die Anregungsfunktion, ist phasenverschoben und hat eine von der Anregungsfre-

quenz abhéngige Amplitude B.

Als Verstarkungsfaktor wird definiert:

aor B
A

(Quotient aus Amplitude von zgpe.(t) und f(¢).)

Im Bereich w ~ wy spricht man von Resonanz. Ist die Dampfung « sehr klein, liegt
die Resonanzfrequenz wy nahe der Eigenfrequenz wi von xpem ().

V(w)

Fiihrt ein Amplitudenwachsen zu Schidden im System (Einsturz von Briicken) so
spricht man von Resonanzkatastrophen.
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8.3 Anfangs und Randbedingungen

Die allgemeine Losung enthéalt noch zwei beliebige Freiheitsgrade C1 und Cs. In techni-
schen Prozessen sind meistens Anfangsbedingungen an einer Stelle x = x festgelegt.

y(zp) = k1 Funktionswert
y'(z9) = ko Steigung

Dies fithrt auf ein reguldres LGS fiir C; und C5 mit genau einer Losung des Anfangs-
wertproblems. Gelegentlich liegen Randbedingungen der Form

{Z/(xo) =k

Y (w0) = ko

vor, mit Anfangspunkt zp und Endpunkt z,4. Solche linearen Restwertprobleme kénnen
keine oder genau eine unendlich viele Losungen besitzen. 23.06.06

8.3.1 Ausblick: Lineare DGL hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Losungsmethoden und Losungsideen funktionieren auch bei linearen DGL hoherer Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten.

Yy (2) + an—ay" " + - + a1y () + aoy(z) = f(x)
Beispiel
y/// _ 6y// + 11y/ _ 6 — O
Der Expotentialansatz y(x) = e fithrt auf das charakteristische Polynom.
A —6X2+ 11N —6

mit Nullstellen \; = 1, Ay = 2,A\3 = 3 Die allgemeine Losung dieser homogenen linearen
DGL 3ter Ordnung
y(x) = c1e® + c2e*® 4 c3e>”

Beispiel 2
2y/// _ 5y// _|_ 6y/ _ 2y — 4

Zunichst wird die homogene lineare DGL gelst. Ansatz:

y(z) =M

= char. Polynom: 2X* —5)%2 + 6\ —2 =0

mit Nullstellen 1
)\125,/\2:1+i,/\3:1—i
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Die allgemeine reelle Losung der homogenen lin. DGL ist

x/2

Yhom () = c1€™' % + coe” sinx + cze” cosx

Durch Raten oder Ansatz vom Typ der rechten Seite bestimmt man eine spezielle Lésung
der inhomogenen linearen DGL.
Yspez (ZL‘) = -2

Man erhilt als allgemein reelle Losung der inhomogenen linearen DGL:
y(x) = 1”2 + cre” sinx + c3e” cosz — 2

Beispiel 3
Anfangswertproblem
yW — 4y 4 5y — 4y + 4y =0

mit 4 Anfangsbedingungen y(0) = 0, ¥'(0) = 1, ¥”(0) = 0, "' (0) = —1
Der Ansatz y(x) = e fithrt auf das charakteristische Polynom

M aN 4502 -4 +4=0

mit Nullstellen \; = Ao = 2 (doppelt), A3 =i, Ay = —i
Allgemeine reelle Losung der homogenen, lin. DGL 4ter Ordnung ist

y(x) = c1€*® + crxe®® 4 cycos + cysinx

Einsetzen der allgemeinen Losung in die 4 Anfangsbedingungen liefert ein reguléres
lineares Gleichungssystem fur die 4 Konstanten ¢y, co, c3, ¢4 mit der eindeutigen Losung
C4:1;61202203:0

Nullstellen des char. Polynoms kénnen jetzt auch dreifach oder vierfach usw. sein. Dann
fehlen uns bis jetzt noch geniigend lin. unabhingige Losungen der homogenen lin. DGL.
Bei mehrfachen(genauer: m;-fachen) reellen Nullstellen A; des char. Polynoms

XA = A"+ ap A" a )+ ag

Ajx Ajx 2 Az
M

» y3() = ave

linear unabhéngige Losungen der homogenen lin. DGL. Analog bei mehrfachen komple-
xen Nullstellen

sind  yi(z) = eV, yo(x) = xe s Ymyj = I

Beispiel
Die lineare DGL:
y @ — 8y®) 4 42y — 104y + 169y = 0

charakteristisches Polynom: A =83 4+ 42)2 — 104\ + 168 = 0 mit Nullstellen: A\; = Ay =
2+3iund A3 =\, =2 — 3i.
Die allgemeine reelle Lsg ist:

y(x) = 12 sin(3z) + c2e*® cos(3z) + czze® sin(3x) 4 cpze® cos(3z)

Dies wird spéter bei der Lsg von Eigenwertproblemen gewohnlicher DGL behandelt.
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O Differentiation von Funktionen in mehreren Variablen

9.1 Kurven und Bogenlangen
Literatur:
e Ansorge/Obele, Bd.1, S.376ff.
e Meyberg/Vachenauer, Bd.1, S. 360-370, S. 196-197

e Leypold, Bd.1, $.495-497/Bd.2, Kap. 11.1-11.2

b
X2

| )
ALL lo{l.u\u /
°‘:|\ / ;m(fﬁ)
] O
! (b’(‘ﬂ

Ikl&vuué-lR !

3

Definition 9.1.1

Eine C!-Funktion

7(1)

5 :la,b) = Rt — §(t) = :
Yn(t)

heifit C;-parameterdarstellung + einer Kurve c. Die Kurve ¢ heiit dann kurz C*'-Kurve.
Unter der Kurve ¢ oder genauer der Spur der kurve ¢ versteht man die “Punktmenge”

1
c= S eRYer =y(t), .. 20 = (t); t € [a,b] p C R

TIn

~(a) heifit der Anfangspunkt der Kurve c. 4(b) heifit Endpunkt der Kurve ¢. Eine Kurve
¢ heiBt geschlossen, falls ¥(a) = 5(b).

Definition 9.1.2
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heifit Tangentenvektor und ist der Grenzvektor der (in der Lénge angepassten) Sekan-
tenvektoren.

Abbildung 25: schones Bild

(1) = Jim <~ (3(t + AH) — 7(1))

21

Ty = 10

- Einheitstangentenvektor
[7(t)]

Definition 9.1.3
Ein Kurvenpunkt ¥(¢) heifit regulér, wenn

H1(t)
n(t)
Ein Kurvenpunkt (¢) heifit singulér, wenn
7(t) = 0.
Die Parameterdarstellung einer ebenen Kurve wird oft geschrieben als
Loy (@)Y [zt
7(t) = =
72(t) y(t)

Die Parameterdarstellung einer Raumkurve wird oft geschrieben als

m(t) a(t)
F@t) = | 70) | = |y
3(t) 2(t)
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Beispiel 1:Kreis
Parameterdarstellung:

() = (Cos(t)>,t € [, 3]

sin(t)
beschreibt einen Kreist ¢ in R? (Mittelpunkt= Ursprung Radius = 1)
Beispiel 2
~ 2
Auch 7 = (COS(T )), T € /7, 37|

sin(T2)
beschreibt den selben Kreis c.

N X

\ N
.-.I' ' ‘I". f'/
1 ‘X f"(
{ A/ -~
7
*
o
Beispiel 3: Zykloide "
rt—asin(t

Die Parameterdarstellung 7(t) = ( ), t € R, (r,a = const.) beschreibt eine
Zykloide.

Wegen 7(t) = (T;S‘Lfas)t) hat die Kurve fiir a=r an den Stellen t = 27k, k € Z singulare
Punkte.

Man erkennt an diesem Beispiel bereits, dass an singuldren Punkten geometrische Be-

sonderheite der Kurve ¢ auftreten konnen.

r—ccos(t)

Man erkennt an diesem Beispiel bereits, dass an singuldren Punkten geometrische Be-
sonderheiten der Kurve ¢ passieren konnen.

Beispiel 4: Schraubenlinie
Die Kurve ¢, die durch die Parametrisierung

r cos(2mt)
F(t) = | rsin(27t) | ,t€R
ht

gegeben ist, ist eine Schraubenlinie mit Radius » > 0 und Ganghdhe h # 0.
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Abbildung 26: Schraubenlinie
29.06.06

Definition 9.1.4 zulissiger C'-Parameterwechsel

Ist 7 : [a,b] — R™ eine C! Parameterdarstellung eine Kurve ¢ und h : [a, 3] — [a, ]
eine stetig differenzierbare bijektive und streng monoton wachsende Abbildung (d.h.
h € C* mit A/ (1) > 0 fiir 7 € [a, 3]), so beschreibt die ”‘neue”’ C'-Parameterdarstellung
(1) = (h(1)),a < 7 < 3 die gleiche Kurve ¢ (gleiche Gestalt, gleicher Durchlaufsinn,
verdnderte Durchlaufgeschwindigkeit)

Bzgl. beider Parameterisierungen hat die Kurve c die gleichen singularen Punkte, wegen

W(r) #0
Ein (nicht zuldssiger) Parameterwechsel mit h'(79) # 0, hétte einen reguldren Punkt
(o), to = h(70) zur Konsequenz, dass der Kurvenpunkt in der neuen Parameterisierung

ein singularer Punkt ware.

Beispiel 6
Eine stetige Funktion y = f(z), a < x < b lasst sich als Kurve ¢ auffassen.

1. Parametrisierung: 7(z) = (f x)), a<z<b
2. Parametrisierung: y(t) = (fa+t(b_a)))), 0<t<1

Beispiel 6
Beim Kreis ¢ von Beispiel 1 und 2

t=nh(r)=7% mit h'(1) =27 >0, 7€ [7, V3]

Bogenlange einer Kurve

Gegeben: C! Kurve ¢ mit C! Parameterdarstellung 5(t),t € [a, b]
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v v
X2(Y)A v )
¥
/T
_’-/ * - - |
J : |
- s
1 A !

Abbildung 27: Bogenldnge einer Kurve

Zur Bestimmung der Bogenlinge s der C' Kurve ¢ wird diese durch einen Polygonzug

approximiert. Zerlegung Z,, des Intervalls [a, b], besteht aus a = tg < t; < tg < ---

tm = 0.
b—a
tiv1—t; =At = = Konstante > 0
m—1
L(Zm) = ) IA(t41) = ()]l
7=0
m—1

<ZEZ:§>-(§EZ§)H

=3 i)~ o) + Inen) — vt

7=0

m—1 2 2
B t; (t;) y(tj+1) —y(t))
‘ZV 3 ] il
lVSm 1\/ (7)]2 - At

7=0

b
(Ani:(go) :>/ VIEOP + @2 - dt = s

Fiir riumliche Kurven ¢ mit C' - Parameterdarstellung

B a(t)
V() = | y(t) ]t €la,0]
2(t)

berechnet sich die Bogenlédnge durch

b
sz/\mwm+w@P+wmwt
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Beispiel

(1) = <r(t — sint)

r(1 — cos t)>’t € [0, 27]
J(t) = (7“(1 — cos t))

rsint

. t
5()]] = r\/ (1 = cost)? + sin?t = 2rsin .
27‘(‘ t
5:/ sin —dt - 2r = 8r
0 2

Bemerkung. Die Bogenlinge s einer C'-Kurve c is parameterisierungsinvariant

Beweis. Sei (1) = Y(h(7)) = Y(t) mit t = h(7). h sei zulissiger C'-Parameterwechsel,
d.h.

Dann ist

B
ki) ()

‘dT

F(t) ‘ ‘ dt

Definition 9.1.5
5 : [a,b] = R™ sei C'-Kurve c. Die Funktion

s(t) = / 150 1

heifit Bogenldngenfunktion von c.
Sei ¢ eine regulire C1-Kurve, so ist die Abbildung S : [a,b] = [0, S(b)] ein zuldssiger
Parameterwechsel.

nach Vorr.

Begriindung: S'(t) = ||[§(t)|| > 0
Insbesondere existiert die Umkehrabbildung S~! und dies ist auch ein zulissiger Para-

meterwechsel S~1: [0, S(b)] = [a,b] =t = S71(s)

Definition 9.1.6
Die Parametrisierung der reguliren C~'-Kurve

—

F(s) =9(57'(s)), 0<s<S(b)

heifit die Parametrisierung nach der Bogenlange.
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/
= v

>+ 7 . ¥r5)
G + . Fac /B

7 A
< 4+ e \} T —
& 4 ‘}"‘{ )
R -
2 & xte)
- - =

X

Abbildung 28: Bogenlangenparametrisierung (Durchlauf mit gleicher Geschw., bezogen
auf durchlaufene Strecke der Kurve)

YA

_bx

Abbildung 29: beliebige Parametrisierung (Durchlauf mit wechselnder Geschwindigkeit)

Bezeichnung Die Ableidung bzgl. der Bogenliange s wird mit ’ statt mit " bezeichnet.

Bemerkung. 1. Fiir die Parametrisierung nach der Bogenlénge gilt:

S g L
7(s) =5 ()Hcotvec'y(s_l(s))ﬂ

D.h. ||7(s)|| = 1, Vektor der Lénge 1. Die Parametrisierung ist derart, dass die
Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 (dem Betrag nach) durchlaufen wird.

17 ()]l = 1, = '(s)

ist Einheitstangentenvektor der Kurve c.

7)1 =< 7(s),5'(5) >=7(5)7'(5) = 1
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Differenzieren nach s liefert:

-

2 < 7(s),7"(s) >=0 = 7(s)L7"(s)

D.h. der beziiglich der Bogenlénge s berechnete Beschleunigungsvektor ?” (s) steht

senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor 7(s).

U
i(s) = L)
113" (sl
heift Hauptnormaleneinheitsvektor. #(s) = ||7”(s)|| heiBt Kriimmung der Kurve
c.

Fiir eine raumliche Kurve ¢ C R? heifit
B(s) = 5/(s) x i(s)

Binormaleneinheitsvektor. {5(s), 7(s), B(s)} bilden ein Orthonormalsystem (ONS),
das begleitende Dreibein. 30.06.06

c¢) Wenn die Kurve ¢ nicht bzgl. der Bogenlénge s parametrisiert ist, ist die obige
Berechnungsvorschrift fiir die Kriimmung unpraktisch.

Daher wird eine weitere Definition der Kriimmung fiir n = 2 (ebene Kurve) ein-
gefiihrt:

/.

//
(4 +4¢)

Die durchschnittliche Kriimmung iiber dem Parameterintervall [t,t + At] ist die
Anderung Ay der Tangentenrichtung, bezogen auf die Anderung der Bogenlinge
Ap(t) &

~t) = Alir—{lo As(t) - (t)

k(t) heifit Krimmung der ebenen Kurve ¢ im Punkt
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Nun gilt
st) = [ E@OP + P di
— 3(0) = VEOR + HOP
f ‘, ‘9 (t +ob)
Patss
g
§({ -
D x
Ferne gilt:
I VR 1)
A= 5 VEOF + GOT
cos (1) Az &(t)

T As JEEOP+BOP

Ergdnzung: Falls eine ebene Kurve durch die Darstellung y = f(x) gegeben ist,
dann bestimmt sich ihre Bogenldnge mit der Standardparametrisierung ¥(x) =

(f(xa:)) zu
b

s = / V1+ f(z)?dx
und ihre Krimmung zu
(f//)2
[+ (7P

k=
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9.2 Funktionen in mehreren Variablen

(K,\’)

Abbildung 30: z.B. Hohe des Gelédndes im Fichtelgebirgege

Beispiel 1

x,vy : Langen- und Breitengrad
z : Hohe

Man erhélt eine Funktion f: D — R, (z,y) — f(z,y), mit D C R? Definitionsbereich.

Beispiel 2
Sie geben fiir jeden Punkt im Zimmer mit einer Kerze mit den Koordinaten (x1,xo23)
den Vektor der Zustande (Temperatur, Luftdichte) an.

f:R*D> D —R?

X
. ml — F(F) = fi(z1, 2, z3)
xz fo(z1, 29, 23)

Urbildraum R?  Bildraum R?
Daraus folgt:
y(t)

tan ¢(t) = )

Daraus folgt mit Differenzieren:

18. Juli 2006 85



9.2 FuhktithtdFR MNTIAdd ONrdOIhE UNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

1 . Ty — yx
() =
cos2¢(t)¢( ) 2

cos ¢ einsetzen ¢ = a:y 5 2y$
Ty
Zusammen

_ E()gt) — z)(t)ff(tg)

([2(1)]* + [9(1)]?)2

Zusammenhang mit der fritheren Def. der Kriimmung . Es gilt:

k(t)| = &(s) mit s = s(t) oder t = s~ 1(5s)
1. n> 1, m =1, wie in Bsp. 1, Skalarfeld (Ladungsdichte)

2. n=1m>1

Abbildung 31: Bewegung eines Messepunktes

¢ CR
~ =
[a,b] — R™

f: p1(z)

\ Pm (Zl?)
p heit Weg in R™ (Parameterdarstellung einer Kurve)

3. n=m>1
1 p1(z1, ... xn)
Tn pn(T1, ... xn)

p heifit Vektorfeld.
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Beispiel Koordinatentransformation

il Y1 1 0 4 I 6
ol — |yl =10 2 O 0| + (0
€3 Y3 0 0 3 T3 0

Beispiel
Lineare Abbildung vom R? in den R?

x1
Y1\ _ 7 1 2 3
<y2> = f(x1, 22, x3) <4 0 1) x2

x3

Il 7

2 —
:wFﬁ@ﬁ_(ﬁ@)_CT+@+MﬂanJW2DHRm
v Yo fQ(x 4.%'1 + x3

Eine Funktion (Abbildung/Transformation) von D C R™ in den R™ ist eine Vorschrift,
die jeden Punkt & € D genau einen Punkt € R™ zuordnet.
Ausfiihrliche schreibweise:

fl(:Bl,...,Cn) f1
fl@= : oder f'= | :
fn(mla--'acn) fn

fi + D — R heifit j-te Komponentenfunktion von f.

9.3 Bsp: Graphische Veranschaulichung

zua)n=2m=1: (D CR?
f:D—=R zw— f(x)

A 7:&()(,‘,)(,3

l(x,‘xl)

AT S
x= (%)

Xa
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Der Graph von f ist ein ”” Gebirge”’ {iber dem ebenen Bereich D
graph f = {(21, 29, f(21.22)) € R®: (z1,20) € D}

Beispiel

. : 7 = W mtmw
FERETIN L de
ot

Nivaulinie = Kreist mit Radius y/c (Projektion der Horizontalen Schnitte)

2y

o g

P t=C=MW4

Bemerkung. e Graph z,41 = f(1,...,2,) ist Fliche im R"*! Anschaulich nur fiir
n=2.
Alternativ: Farbe als zusétzliche Dimension

94

e Visualsierung mit Hilfe ”‘regularer”’ Gitter
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Falls geeignet: Vertikale Schnitte von Ebenen und Zylindern mit graph f

e Visualisierung mit partiellen Funktionen.

Vgl oben:
Bilder der Gitter sind Graphen partieller Funktionen.
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zu b) siehe 9.1: Kurven im R”
zuc)n=m=3: (DER3) f:D—R3 z+ f(z)
f kann z.B. ein Gravitations- oder elektromagnetisches Kraftfeld darstellen

AXS

/ |
2
X

flz) = —ﬁ, z € R*\ {0}

X2

Beispiel

ist gerichtet auf 0 € R3
06.07.06

9.4 Veranschaulichung reeller Funktionen in mehreren Variablen

Bilder von Flichen z = f(z,y) im R3 (dreidimensionaler Anschauungsraum) und zu-
gehorige Landkarte mit Hohenlinien z = konst.

9.5 Reellwertige Funktionen in mehreren Variablen

f:R"DD—-R
I
— f(x1,...,2n)
T
Skalarfeld mit n > 1, m = 1. Falls m > 1, d.h.
fR*"DD—R™
) fi(@e,.. zn)
— : = (@)
Tn fm($17"'7$n)

in natiirlicher Weise einbezogen werden kann wird (nach Hinweise) auch m > 1 zugelas-
sen (Was soll das heiflen?).

18. Juli 2006 90



9.5 ReéplitieE RINKTIbAERON iveéDNeiet VR TAIOMEN IN MEHREREN VARIABLEN

le Steuerung

Hmmu_ Universitat Bremen
ematik

. Zentum fr
Universitit Bremen Technomathematix

Beiblatt
Partielle Ableitung (hier in x-Richtung)

\u@bgm abm

b0, x0)
Die Niveaulinien sind Parabeln Pl *h,y)
ey = f= £ cz0 I
¥ +1’°
Die Funktion mmm ﬂ.;ﬂ%m%m”oo._.wﬁmﬁ:. Totale Ableitung und Tangentialebene
achsen identisch Null, er ist sie
in (0, 0) partiell differenzierbar:
K
£0,0) = 0, £,(0,0) 3
3
!
Sie ist auch stetig lings jeder Geraden M
y = mx durch (0,0): 7 ,,, m
«mu ,,,, L
4 S
. 2x(mx)? f,, Yy yrdy, g |
__lm.o 2 (may 0 a Z:% Plasds gy ay) |
X
P T yl=7 /
Trotzdem ist die Funktion in (0, 0) v.\‘\‘ _ 7
nicht stetig und nicht t zierbar A%

T'= Taugenhnlehens

Playrhy) X

Beiblatt

Abbildung 32

91
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9.6 Grenzwerte und Stetigkeit
Eine Folge von Vektoren dy € R” ist eine Abbildung
N — R"

k — dy,

Bezeichnung: (dj)ren, mit den Komponenten

o

a, = ,keN

o
Erst nach x;, dann nach zj, differenzieren
o ,0f (7 = 02 f(x;)
ox; Ox; 8&022

= fx,xi

Definition 9.6.1
Eine Folge (dk)ren in R™ ist konvergent gegen @ € R™, wenn gilt:

n

. o o s o k
lim |d@; — d| = 0 mit | —d| = g |al( )fai|2
k—o0 ¢
=1
. . . - - ok -
Schreibweise: khm dr =a oder @ = a
— 00

(%)

Folglich: klin;o&’k =ds lima; ' =a; , (i=1,...,n)

k—o00

Definition 9.6.2
(Hier m > 1). Es sei D C R", @ € D und
f:R*"D>D—R™

X1 fl(l'l,...,wn)

Tn fm(z1,. .., xp)

Die Formel

lim f(7) =¢
r—a
bedeutet: Fiir jede Folge (dx)ken in D mit limyg_, o0 @, = @ ist

—

Jim fi@) =
Man beachte
c1
im f(@¥)=c= | : <:>%i_)n"(1ifi(i"):ci,w:1,...,m

Cm
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Definition 9.6.3
Stetigkeit von f R" C D = R™(m > 1). Die Funktion fR* C D = R™ heifit
stetig im Punkt @ € D wenn lim(fia) f(@) = f(a)

reD

f heifit stetig (auf D), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Unprézise gesprochen
f(x,y) ist stetig <= Der Graph (z,y, f(z,y)) im R? weist keine Spriinge auf.

Bemerkung. Definition gilt auch fiir n=m=1!

Beispiel

Alle Polynome in n Variablen sind stetig
z.b. f(z,y) = 23 + 5ay? + ¢’

Wie in einer Dimension gilt:

Satz 9.6.4

f:R* O D — R sei stetig auf D. D sei beschrankt und abgeschlossen. Dann besitzt
f(&) auf D einen (globalen) Maximalwert M und einen (globalen) Minimalwert m, d.h.
d71 € D, 79 € D mit

m = f(#1) < f(¥) < f(T2) = M,VZ¥ € D

Beispiel
Gegeben sei eine stetige Funktion f(7) = 2% + 32 besitzt auf D = {(z,y)[0 <z < 2,0 <
y < 2} (beschrénkt und abgeschlossen)

e das globale Minimum bei (0,0) € D mit f(0,0) =0
e das globale Maximum bei (2,2) € D mit f(2,2) = 8.
Beispiel einer unstetigen Funktion: Parabelfalle

foy) = | P >0
' 0 fiir 2 < 0
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Die Hohenlinien sind Parabeln: Sei x = py?.

2py* 2p

Pyt P+l

— f(py*,y) = ( = konst €]0, 1]

wegen z > 0= p > 0.

9.6.1 Partielle Ableitungen

Essei f: R" C D — R, D offen. Sei zunéchst n = 2und die Fliache z = f(z,y) gegeben.
Fragen:

1. Wie andert sich der Funktionswert f(z,y), Wenn man x dndert und y festhélt?
2. Wie éndert sich der Funktionswert f(x,y), Wenn man y &ndert und x festhalt?
3. Wie andert sich der Funktionswert f(x,y), Wenn man x und y dndert?

Antwort zu (1):
Schneide die Fléche z = f(z,y) mit der Ebene y = yp=konst.

v mmmwry = ywe ¥

+h
YT Pl 703

¥

In der Ebene y = yg entsteht eine (Schnitt-)Kurve z = f(z,yo) = ¥ (). Steigung dieser
Kurve in (g, yo, f(z0,y0)) € R? ist dann

V' (z0) = hmh_m)w = limhﬁmw = 2 f(z0,90) = falz0,30)
Die Grofle f(xo,yo0) = fz(x0,y0) dibt die Steigung in x-Richtung an.

Antwort zu (2):  (Analog zu (1) (x,y vertauschen))

) zo,Y0 + k) — f(x0,90) def. O
klggo 1 (@0, 40 Ii 1 (@0, 40) def y (w0, y0) = fy(wo,y0)

Die Grofle fy(xo,yo) gibt die Steigung in y-Richtung an.
Antwort zu (3): (spater in Kapitel 9.5.3)

Definition 9.6.5
Die Funktion f(z,y) sei in einer Umgebung von (zg,yp) definiert. Bei festgehaltenen
y =yo sei Y(x) = f(x,yp) in gewbhnlichem Sinne an der Stelle z = x( differenzierbar.
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Dann heif3t

¥(z) = lim f(@o+h,yo) = f(z0,y0) def O

h—o00 h or (JUO,?JO) = fm(‘r()ayo

die partielle Ableitung der Funktion f(z,y) nach = an der Stelle (zo,yo).
In analoger Weise wird (x festhalten, y variieren)

(D/(yo) _ Illi% f(.%'o; Yo + kk): - f([]?()vyo) déf ;yf(x(), yO) _ fy(x07 yO)

die partielle Ableitung der Funktion f(z,y) nach y an der Stelle (x0,yo) genannt.

Bemerkung. Fir f(z1,...,zy,) ist also % die gewohnliche Ableitung bzgl. der Variablen
x), wobei die iibrigen n — 1 Variablen z;(j # k) als Konstante angesehen werden.

Beispiel

flzy) =2 +zy* + ¢!
a _ 2 2
%f(x,y) =3x"4+y +0
aayf(x,y) =0+ 2zy + 4y°

Bemerkung. Ist f : R™ O D — R partiell differenzierbar, dann ist jede partielle Ableitung
f» wieder wieder eine Funktion D — R

f,:R">2D >R

Die Funktion kann wieder partiell diff’bar sein. f heifit zweimal diff’bar, wenn alle zwei-
ten Ableitungen existieren.

Bezeichnungen: Fir i,k € {1,...,n}

O (Of\ . def O*f(T)

07.07.06

Definition 9.6.6
D C R offen, f: RD D — R differenzierbaren Funktion wird mit C*(D) bezeichnet.

C*(D) = {f : D — R| fist k mal stetig differenzierbar }
CO%(D) ={f: D — R| fist stetig}

Bemerkung. C* c C?> c C' c CY
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Beispiel 2
Lineare Approximation der C' Funktion f(x1,2,23) = €“'7%2 + x3cos(z2) + x1 im
Punkt

fg = (56170, Z20, 333’0) == (0, 0, 0)

Zunichst: f : R3 — R, Formeln daher analog erweitern.
Tangeltial(hyper)ebene

z = f(20 + fz1)(@o)(x1 — 21,0) + fe2(Zo) (22 — 22,0) + fa3(Z0) (23 — 21,0)
Hier:

f:pl = em1+2a:2 +1, fml
fe2 = €722 gagin(xs), fuo

(
(
fz3 = cos(x2), fra(
(

Tangential(hyper)ebene: z = 1 + 221 + 229 + 23 &~ f(x1,x2,23) bei Z ~ (0,0,0)

Wie gut ist die Approximation einer Funktion durch die Tangentialebene?

Beispiel
flx,y) =2y
f(zo + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + fo(z0,y0) Az, +fy(x0,v0) Ay
(z—0) (y—vo0)

(w0 + Ax)(y + Ay) = 20 - Yo + yoAx + x0Ay

Spéter: Taylorapproximationen beschreiben den allgemeinen Fall
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Erinnerung: f: R D [a,b] — R, z¢ € [a, b]

f ist bei x( diff'bar

<= f besitzt bei g Tangente = f ist bei z¢ stetig
= 3f'(x0)

<= f besitzt in [a.b] sich stetig &ndernde Tangente

— f€Ca,b — f € C%a,b]

Jetzt: f:RC D — R, D offen , %y € D

0

f ist bei &y total differenzierbar. f besitzt bei #y Tangential(hyper)ebenen

i

f besitzt in D sich stetig d&ndernde Tangential(hyper)ebene

0

1. f stetig

3. fz, stetig in D

0
feciD)

Anmerkung: (a) folgt bereits aus (b) und (c)

Achtung: aus f in xq partiell differenzierbar folgt nicht f in Zj stetig und es folgt auch
nicht, dass f Tangentialebene besitzt. Tangentialebene wird aufgespannt von allen Tan-
genten von Flachenkurven durch xg

Satz 9.6.7 Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen (Schwarz)
Fiir jede C2-Funktion f : R" D D — R, D offen gilt:

o (of o (of .
— | = — =1,... =1,...
8952- (6.%'k> 6.%'k <6$i>’VZ ’ 1 vk ’ "

Definition 9.6.8 Gradient
Sei f:R™ O D — R partiell diff’bar. Dann heifit der Vektor

o 0 (U0, . LD e

der Gradient von f im Punkt Z € D.
Der Gradient ist meist ein Zeilenvektor! (In Biichern unterschiedlich)
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Beispiel 1
f(z,y) = 2%y + Y 4+ 52
fo = 2xy® +2e*TV 45
fy = 32%y* + 2T 10
foy = 62y + 27T 10| fyo = 627> + 26221V 40
y y
fxx = 2y3 + 462x+y +0
Beispiel 2
n
9@ =d"F+b=> awi+b; @GTFeR", beR
i=1
Affin-)lineare Funktion g¢-R" = R
( g
0 0
grad(g(%)) = 8791, o Ti = (a1, az, ...,an) = a¥
Beispiel 3
. . . 1
f(@) =12 = |72 = \Jai +- - +ad = (@f + - +a7)
0 _
9ur /(@) =05 (224 +22)2 20y = II?\Clz fir £ #£0,k=1,...,n
1 S
grad(f(#)) = (@1,..., )i = o € R fitr 7 0
12l (1]

9.6.2 Totale Ableitung, linear Approximation, Tangentialebene

z = f(x,y) beschreibt im Anschauungsraum eine (i.Allg.) gekriimmte Fliache. Einfachster
Fall: Ebene z = f(z,y) = a1x + asy + b.

Jetzt: Approximation einer Fliache in der Umgebung eines Flachenpunktes durch eine
Ebene (Tangentialebene).

Vorgehensweise: Ahnlich wie bei der Approximation einer Funktion durch eine Tangente.

Definition 9.6.9

Eine Funktion f-R? O D — R heit am Punkt (zg,%0) total differenzierbar (oder
linear approximierbar), wenn es zwei Zahlen gibt, A, B € R und zwei Funktionen
€1(z,y), e2(z,y) gibt mit

f(z,y) = f(x0,y0) + A(r — 20) + B(y — yo) + e1(z,y)(x — w0) + e2(2, ) (y — yo)

fiir alle Punkte (x,y) nahe bei einem Punkt (xg,yo) und
e1(z,y) — 0 fir (z,y) — (0, %0)
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52(1'73/) — 0 fiir (.Z',y) - (x()ay())
Fiir eine total differenzierbare Funktion gilt in der Nahe vom Entwicklungspunkt (zg, yo)

f(z,y) = f(x0,y0) + A(x — 20) + B(y — vo)

Satz 9.6.10
Sei f:R?2 D D — R in (0, yo)total differenzierbar, dann folgt

1. fist in (zo,yo) stetig

2. 3fz(z0,¥0), 3fy(20, Yo)

3. in 9.1 gilt: A = fo(xo,90) B = fy(0,0)

4. Der Graph der Funktion f ldsst sich in der Néhe von (zg,yo) &nnéhern durch die

Tangentialebene 2z = f(z,y) = f(z0,%0) + fz(70,y0)(zo — Yo) + fy(zo,¥0)(xo — yo)
= f(x0,y0) + grad(f(zo,y0) (;_y)

Definition der totalen Diff’barkeit anschaulich, aber schlecht nachzupriifen, deshalb:

Satz 9.6.11

Sei f:R3 D D — R in einer Umgebung von (zg,yo) € D partiell differenzierbar nach
und y und die Funktionen f(x,y) und f,(z,y) sind in (zo,yo) stetig.

Dann ist f bei (z9,yo) total differenzierbar.

Anmerkung: Die im Satz erwdhnte Umgebung kann in 2 Dimensionen ein Kreism in 3
Dimensionen eine Kugel oder ein Wiirfle sein.
Sei diese Voraussetzung fiir alle Punkte (x,y0) € D erfiillt,

Afs, fy in D } { f total differenzierbar

fr€C° freC? f linear differenzierbar }em Zeichen fiirf € C*(D)

Bemerkung. Polynome sind C*°.

Beispiel 1
Umgebung um (1, 1), berechne die lineare Approximation der C*°-Funktion

f(z,y) = ot +223y% + y
Nebenrechnung: f(1,1) =4, f.(1,1) = 4o + 6$2y2’(1,1) = 10,
fy(1L1) =42’y + 11y =5

deshalb gilt:
Tangetialebene z =4+ 10(x — 1) + 5(y — 1)
zur Fliche z = f(z,y) = z* + 223y% +y
im Flachenpunkt (zo, yo, f(xo,v0)) = (1,1,4)
13.07.06
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Definition 9.6.12
Unter der Richtungsableitung von f : R® O D — R in Richtung 7 € R™ mit ||7]] =1
versteht man

Of . def . f(Z+ hv)
e L0
Satz 9.6.13
Sei f:R" D D — R eine C-Funktion in D
Sei ¥ ein Vektor mit Lange 1 (||7]| = 1)
Dann gilt:

Beispiel c)

f(x) =sinz~ f(0)+ f'(0)(z —0)=0+z=2 firz~0

Also’sinx%m fir x%O‘.

2-dim Beispiele
flay) =a? =

Nebenrechnung

f— el _ Y
xXr

fy = /" ng =2YInx

Fir z ~ (1, 3)
£(1.02,3.01) = 1.023% ~ 1.06 (genauer Wert 1.061416. . .)

Fehlerrechnung

Bezeichnungen:
Ty = (:cgo), .., z9) mit Messfehlern behaftete Messwerte
Z=(r1,...,x,) exakte Werte (unbekannt)
AZ = (Axy,...,Axy,) Messfehler (Schéitzung)

Frage: Wie grof ist eine von & abhéngige Grofle f(Z) durch die Messfehler behaftet?
lineare Approximation:

f(@) = f(&y) + grad f(2p) (& — &) fur |Z — Zo| klein.

Dreiecksungleichung:

n
» L S 0 ..
M@ = 1@ = 1(F) £ 3 15— F@)] - |
k=1
Dieser Fehler ist in der Physik oft zu pessimistisch. Bei normalverteiltem Fehler Axy
kann eine Formel fiir den mittleren Fehler angegeben werden.
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Fehlerfortpflanzung von Gaul3

(vgl. Gerthsen, Physik, Springer, 17. Auflage, 1993, Seite 7-8)

85@) ~ | 3 (ZE0)

ox
k=1 k

ok : Standardabweichung/Streuung ~ Axy,

Anwendung - Newtonverfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme Ge-
sucht Losung (z,y) von 0 = f(z,y) und 0 = g(x,y) mit f,g € C!
Mit dem Startwert (zg,yo) ersetzt man die beiden Gleichungen durch

f(z,y) = f(xo,y0) + fz(z0,%0) (x — x0) +fy(z0,v0) (¥ — Yo) =
Az Ay

!
9(x,y) ~ g(wo,yo) + g (70, Y0) (* — z0) +7y(70,%0) (¥ — y0) =0
A A
x Y

<$%) im0, <~"3> mig /@) =0
Yi y* g(z*,y*) =0

Dabei ist (z;,y;) Losung des LGS mit Startwert (z;—1,y;—1). In der Regel quadratische
Konvergenz in Umgebung der Losung

Hoffnung:

2

Yi y* Yi—1 y*
. o f(zn)
Vergleiche Newtonverfahren in 1-dim: z,41 = x,, — Pl
Tn

Beispiel
(Schwarz, Numerische Mathematik, S. 215)

0= f(x,y) = 2> + 4>+ 0.6y + 0.16
0=g(z,y) =2°>—y*+z—1.6y—0.14
Im Newton-Verfahren bendtigte Ableitungen
fe=2x, fy=2y+06, g =2x+1g,=—2y— 1.6
Startndherung: (zg,y0) = (0.6, 0.25)

das erste LGS 1.2Ax¢+ 1.1Ayy 4+ 0.4125 =0
2.2Az5 — 2.1Ayg + 0.3575 =0
mit Losung (Ax, Ay) ~ (—0.254960, —0.096862)
(r1,1y1) = (0.345040,0.153138)
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Nach 5 Iterationen erhat man
(z5,y5) ~ (0.2718845063,0.1196433776)

mit einem absoluten Fehler von 2.4 - 1079
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